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• 数式等は自家製(原則Mathtype で作り変え(LaTeXiT版も捨て) 
• 図表も基本は自家製(Illustratorで作成、及び計算結果をEPSで表示) 
• DFTのところは昔の式が結構残っているので注意（あとで書き直しの必要あり) 
もしかしたら人のコンテンツの数式の可能性もごくわずかに残っている
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コピーした図表(著作物として注意が必要) (*) 引用文献を記載済みの図表は注意リストから削除

その他問題ないコンテンツ(自前のコピーライト)

まとめ方等でさまざまな影響を受けた主な文章や本
•小口先生の本や文章 
• D.J.Singh , Nordstrom の本や論文 
• 和光先生の本 
• リチャードマーチンの本 
• WIEN2k 関係の公式PDFや論文



第一原理計算の基本(計算の概略・基礎概念)
DFTの基礎(復習) 
DFTを用いた計算の一般論

WIEN2k の基礎(入力パラメーターの理解)
FP-(L)APW+lo法の概略

APW法 
LAPW法 
LAPW+LO法 
APW+lo法 
APW+lo+LO法

WIEN2k コードの実際（と使い方) WIEN2K
FP-(L)APW+lo+LO 法



第一原理計算の基本(計算の概略・基礎概念)

～WIEN2k を動かす前に最低限必要な前提知識～



WIEN2k はどのような計算をしているのか？

1) 密度汎関数理論(DFT) に基づく計算

0) 断熱近似
電子波動関数と原子波動関数の問題の分離

基本：電子系のみの問題へ帰着

多電子系の問題を仮想系におけるKS方程
式へと厳密に焼きなおす(一体化)

2) 周期境界条件(バンド理論)の元でKS方程式を解く

FP-(L)APW法を用いてKS方程式を解く



量子力学の基本原理
外場 基底状態(多体)

電子密度

密度汎関数理論の結論
基底状態(多体)

電子密度

本質的なもので、不思議な量子現象は波動関数を実数としたのでは表しきれないという教え
をたたき込まれたのではないか？著者もそうで、実際今でもそう信じている。例えば図 1の
ように平面波 ψk = eikrを考えよう。言うまでも無くこの波動関数の形は kの値により異な
り、kが大きければ大きいほど激しく振動するものとなる。そしてその運動エネルギーは k2

とやはり大きくなる。しかしそれを密度にしてみると ρ(r) = |ψ(r)|2 であるので、どの kに
対しても空間的に一様な密度を与えることが即座に分かる。この観察から我々は、波動関数
は量子的な情報を全て含み持つが、それを絶対値自乗してしまうと、その波動関数の位相な
どの量が塗りつぶされてしまうことを理解する。波動関数から密度は決められるが、その逆
は不可能であることを学ぶ。つまり豊饒な量子力学の情報はとても密度からは構築できない
と思ってしまう。
しかるにHK定理の１は従来の量子力学の哲学から見ると非常にショックな内容のもので
ある。この主張するところのものは量子力学から波動関数を追放するもののように見える。
波動関数と密度は詰まる所、一対一対応するものであると主張している。より慎重に言え
ば、波動関数 ψと密度 ρは外部ポテンシャル vを通じて一対一対応するということである。

ρ ⇔ v ⇔ ψ (11)

こんなことが本当に許されるのだろうか？第一、たった今挙げた平面波の例がこの一対一対
応の反例になっているのでないか、という疑問が即座に出るだろう。この疑問はその通りで
あるが、但しHK定理の１はそのような場合を除外している。定理１で「一意的」と言って
いるのは条件があり、「一定ポテンシャルの不定さを除いては一意的に決まる」と言う意味
である。平面波は一定ポテンシャルに対する解であるので、このような場合の不確定性は定
理１の保証外のことになる。しかし一旦ポテンシャルに少しでも非一様性が入ればもう電荷
密度と波動関数は一対一対応となる。
この証明には背理法が用いられているが、ρ ⇔ ψ対応は常に外部場 vを介して行われてい

る点が Hohenberg-Kohnの元の証明の要である。密度 ρが外部場 vで与えられるシュレー
ディンガー方程式の解から得られるものであることを前提として証明がなされている（v表
示可能と呼ばれる）。この密度 ρに関する制限が意味を持つものであるかどうかは次の節で
見るが、今はこれを仮定しておく。
通常の量子力学の意味では、数学的表現で

v ⇔ ψ ⇒ ρ (12)

対応となる。式（12）は、左から右へ次のように読む。外部ポテンシャル vが与えられると
そのシュレーディンガー方程式の解として ψが一意的に決まり、それにより ρが一意的に
決まる。式（12）の最初の v ∼ ψ対応が左右矢印、すなわち等価の対応となっているのは、
HK定理が縮退のない場合を仮定しているからである（つまらない一定位相が掛かることに
よる不定性は除いておく）。Hohenberg-Kohnは背理法を用いて式（12）と逆の関係

ρ ⇒ v (13)

6

一方通行

密度汎関数理論



外場 基底状態

電子密度

有効ポテンシャル
一体の波動関数 
(Slater行列式)

現実系(多体系)

相互作用の 
無い仮想系

密度汎関数理論
・密度による変分原理の発見 

( Hohenberg-Kohn, 1964)

・相互作用の無い仮想的な系
の導入 (Khon-Sham, 1965)電子密度

KS理論

DFT



Ψ(r1,r2,r3,,,)
DFT

ρ(r)

ρ(r) Φ(r)

KS理論

基底状態エネルギーは密
度の汎関数として与える
ことが出来る。(外場と
結合しているのが一粒子
密度であるため)

狭義のDFTとKhon-Sham理論の関係

密度を表現するためにに
は仮想的Fermion系を
用いてもかまわない

仮想系の決定方程式



KS方程式
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LAPW : Linearized Augmented  Plane Wave
PW : Plane waves
LMTO : Linear Muffin-Tin Orbital
LCAO ( for instance: tight-binding)

基底関数

相対論効果
full-relativistic
semi-relativistic
non relativistic

ポテンシャルの形状 
コアの取り扱い

all-electron : Full potential
all-electron : Muffin-tin
all-electron : ASA
pseudopotential

スピン
Non collinear
Spin polarized
non spin polarized

固体
non-periodic
periodic
real-space

交換相関項
local density approximation :LDA
Generalized gradient approximation : GGA

平面波/局在軌道
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波動関数（どのような関数か？)

量子力学の基礎 
(一般論)

水素の問題

73

第6章 水素原子

この章では水素原子の回りの電子の Schrödinger方程式を具体的に解いて、電子がどのような波動
関数で表せるかを計算し、原子の構造を量子力学で考えていく。

6.1 水素原子のシュレーディンガー方程式
電子の換算質量1を µとし、電子と陽子の間のクーロン力のポテンシャルエネルギーを−ke2

r
とし

て、シュレーディンガー方程式

−h̄2 1

r2

∂

∂r

(

r2 ∂

∂r
ψ

)

+
1

r2
|L⃗|2ψ − ke2

r
ψ = Eψ (6.1)

を解こう。球対称な問題であるから、前の章で計算した球面調和関数を使って波動関数を

ψ(r, θ, φ) = Rℓ(r)Y
m

ℓ (θ, φ) (6.2)

のように、角運動量演算子 |L⃗|2とLzの固有状態 (ℓは 0から∞まで、mの和は−ℓ ≤ m ≤ ℓの範囲)

と考えて計算を進めることができる。
求めるべきはRℓ(r)であり、そのみたすべき方程式は

− h̄2

2µr2

d

dr

(

r2 d

dr
Rℓ

)

+
h̄2

2µr2
ℓ(ℓ + 1)Rℓ −

ke2

r
Rℓ = ERℓ (6.3)

である (角運動量部分はすでに固有値 h̄2ℓ(ℓ + 1)に置き換えた)。これを解くためにまた無次元化をす
る。まず r = αρとして、

− h̄2

2µα2ρ2

d

dρ

(

ρ2 d

dρ
Rℓ

)

+
h̄2

2µα2ρ2
ℓ(ℓ + 1)Rℓ −

ke2

αρ
Rℓ = ERℓ (6.4)

として、両辺に−2µα2

h̄2 をかけて、

1

ρ2

d

dρ

(

ρ2 d

dρ
Rℓ

)

− 1

ρ2
ℓ(ℓ + 1)Rℓ +

2µαke2

h̄2ρ
Rℓ = −α2 2µE

h̄2 Rℓ (6.5)

となる。
以下では、電子が原子核の近くに束縛されて遠くへいけない状態を考えることにする。r → ∞ に

粒子が脱出できない条件はE < 0 なので、α =

√√√√− h̄2

8µE
とする（ルートの中はこれでプラス）。さ

らに 2µαke2

h̄2 = λとおく。こうすると左辺最終項は−λ

ρ
Rℓに、右辺は−1

4
Rℓとなる2。

1水素原子は陽子＋電子からなるが、この二つの粒子は共通重心の回りを運動する。この問題を陽子の方が静止して
いるような座標系で考える時、電子の質量mを µ =

Mm

M + m
と置き換える (M は陽子の質量) とよいことがわかってい

る。この µが換算質量。
2係数を 1

4
にするのは昔からの慣習。

動系関数 球面調和関数
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動径方程式の解

(5.79)の解は一般には，与えられたポテンシャルに対して r ⇧ ⌃で 0になる解として数値的に計算さ
れる．しかしながら，水素様原子の問題のようにポテンシャルが点電荷によるクーロンポテンシャルの場
合，すわなち，V (r) = �Ze2/rのときは次のように解析的な解を得る．
動径関数 R(r)の満たす微分方程式は

1
r2

d

dr

⇧
r2 dR

dr

⌃
+
 

2m

h̄2

⇧
E +

Ze2

r

⌃
� l(l + 1)

r2

⌦
R = 0 (5.110)

である．束縛状態（E < 0）のみを考えることにして，パラメータ ⇥を導入する．

⇥ =
2mZe2

�h̄2 =
Ze2

h̄

⇧
m

2|E|

⌃1/2

(5.111)

また

⇤ =
✏

8m|E|
h̄

r (5.112)

と変数変換すると，(5.110)は
1
⇤2

d
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R = 0 (5.113)

と書き替えられる．解として

R = exp
⇤
�⇤

2

⌅
F (⇤) (5.114)

なる形を仮定すると，⇥ = n ⇤ l + 1 なる nに対して，F (⇤) = ⇤lL2l+1
n+l (⇤)なる解が存在する．ここで，

L2l+1
n+l (⇤)はラゲールの陪多項式とよばれ，微分方程式

⇤L⇥⇥ + [2(l + 1)� ⇤]L⇥ + (n� l � 1)L = 0 (5.115)

を満たし，具体的には

L2l+1
n+l (⇤) = (�1)2l+1e�⇤�2l�1 (n + l)!

(n� l � 1)!
dn�l�1

d⇤n�l�1
(e��⇤n+l) (5.116)

となる．また，規格化積分は
� ⇤

0
e��⇤2l+2

�
L2l+1

n+l (⇤)
⇥2

d⇤ =
2n[(n + l)!]3

(n� l � 1)!
(5.117)

となる．
ラゲールの陪多項式に対する母関数表示は

⇤�

r=s

Ls
r(⇤)
r!

ur = (�1)s us

(1� u)s+1
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1� u

�
(5.118)

と与えられる．
以上より，固有エネルギーおよび規格化された動径波動関数は

En = � Z2e2

2a0n2
= �1

2
mc2�2 Z2

n2
(5.119)

Rnl(r) = �
↵⇧

2Z

na0
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⌃
(5.120)

となる．ここで，ボーア半径 a0 = h̄2/me2 ⌅ 0.529177⇥10�8cm及び微細構造因子 � = e2/h̄cを定義した．

波動関数
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展開係数(固有ベクトル) 
実質的にはこれは波動関数の意味になる

一般的に波動関数を記述する
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固有値問題を解くことにより、
波動関数と固有値を求める

seq

量子力学の基礎 
(一般論)
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一電子波動関数

電子密度

DFT (DFT+KS理論)

ハミルトニアン行列の作成

固有値問題の解法 
(Seq の解法)

相互作用の 
無い仮想系

veff ρ(r)[ ] Φ ρ(r)[ ]

ρ(r)

有効ポテンシャル
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波動関数から電子密度を求める
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重みと電子密度

固体の周期系における DFT計算における電子密度は Brillouin zone 内での積分により与えられる。つまり、正
しく書くと

n(r⃗) =
1

VBZ

∫

BZ

∑

i

∑

εk⃗
i <EF

|ψk⃗
i (r⃗)|2dk⃗ (3.112)

ここで、VBZは Brillouin zone の体積であり、iはバンド指数。EFは Fermiレベルである。スピン分極の系での計
算では、さらにスピンの添字 σ で和がこれに加わる。非磁性の計算では、スピンに関する縮退も数えてこの値を二
倍した値が電子密度になる。
これらの積分はバンド計算で計算した k点の固有値と固有関数を用いて積分される。積分の詳細に関しては付録

に記載することにする。この重み wは k点およびバンド指数 iに依存する。ここで計算した重み wk⃗
i により電子密

度を記述すると

n(r⃗) =
∑

k⃗

occ.∑

i

wk⃗
i |ψk⃗

i (r⃗)|2 (3.113)

となる。

3.11 新い電荷密度の計算
これまでの計算により、KS方程式を対角化して固有値および固有関数 (固有ベクトル)を求めた。また、それら

を Brillouin zone 内で積分することにより、各 k⃗点/各 iバンドにおける重みを計算し、Fermi レベルを計算した。
ここからはこれらの量から、MT球内および IT領域での電荷密度を構築する。
これまで計算した固有関数は以下のように LAPW基底関数によって表現されている。

ψk⃗σ
i (r⃗) =

∑

n

C k⃗σ
n,iφ

k⃗σ
n (k⃗) (3.114)

このとき、スピンを含めた一般の 2 × 2の形での電荷密度 ρ は

ραβ =
N∑

i=i

ψ∗
i,αψi,β =

(
n11 n12

n21 n22

)
=

(
ψ∗

1ψ1 ψ∗
1ψ2

ψ∗
2ψ1 ψ∗

2ψ2

)
(3.115)

のようにかける。ここでのスピンの添字は、α = 1、β = 2としておく。固有値問題の解法により、新しく求まった
情報は固有ベクトルと固有値であり、

{
固有ベクトル C k⃗σ

固有値 εk⃗i
(3.116)

こられを元にして新しい電荷密度を構築する。

3.11.1 全電子数
固体の周期系における電子密度の計算は Brillouin zone 内での積分により与えられた。

n(r⃗) =
1

VBZ

∫

BZ

∑

i

∑

εk⃗
i <EF

|ψk⃗
i (r⃗)|2dk⃗ (3.117)

ここで、VBZは Brillouin zone の体積であり、iはバンド指数。EFは Fermiレベルである。スピン分極の系での計
算では、さらにスピンの添字 σ で和がこれに加わる。非磁性の計算では、スピンに関する縮退も数えてこの値を二
倍した値が電子密度になる。これらの積分はバンド計算で計算した k 点の固有値と固有関数を用いて積分される。
またさらに、この方法は、k点の和における重みをとして積分することも可能である。それは、以下のようになり、

n(r⃗) =
∑

k⃗

occ.∑

i

wk⃗
i |ψk⃗

i (r⃗)|2 (3.118)

ここで、wk⃗
i は、k⃗点およびバンド指数 iにおける重みになる。

電子密度
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ν は ν 番目のMT球を表し、iはバンド指数である。この式を用いて ν 番目のMT球の仲での電荷密度の式に書き
換えると、一粒子の電子密度は波動関数の二乗であることから、異なる lのクロースタームが現れる形で以下のよ
うになる。

nν,i =
1

VBZ

∫

BZ

∑

l′

ψk⃗∗
ν,i,l(r⃗)

∑

l

ψk⃗
ν,i,l(r⃗)

=
1

VBZ

∫

BZ

∑

l=l′

|ψk⃗(r⃗)
ν,i,l |

2 + 2
∑

ll′

(
ψk⃗(r⃗)

ν,i,l′

)∗
ψk⃗

ν,i,l(r⃗)dk⃗ (3.126)

もし、この電荷密度がMT球内で積分されたのならば、波動関数 ψの基底関数に用いる球面調和関数の性質からも
明らかなように、球面調和関数の直行性により異なる lの積の項であるこのクロスタームは消える。
すなわち、lキャラクターによる寄与の和の形でMT球内の積分を以下のように書き直すことができる。ν番目の

MT球の、i番目のバンドによる電荷密度は

nν,i =
∑

l

nν,i,l (3.127)

と書くことがでる、このとき

nν,i,l =
1

VBZ

∫

BZ

∫

MTν

|ψk⃗
ν,i,l(r⃗)|2dr⃗dk⃗ (3.128)

このチャージ nν,i,l は ’l-like’ チャージと呼ばれる。これはMT球内の電荷密度は l-likeチャージで書くことができ
ることを示している。ここで、先ほどまで Brillouin zone 内の積分の形で電荷密度を記述していたが、k依存の形
で l-likeチャージを書き直すと

nν,i,l(k⃗) =
∫

MTν

|ψk⃗
ν,i,l(r⃗)|2dr⃗ (3.129)

となる。

スピン非依存の場合

LAPW基底関数を用いて波動関数を展開すると、波動関数および、MT球内の LAPW基底は

ψk⃗
i (r⃗) =

∑

n

C k⃗
n,iφ

k⃗
n(k⃗)

φk⃗
lmn(r⃗ν) = [AνlmnRνl(rν ; El) + BνlmnṘνl(rν ;El)]ilYlm(r̂ν)

nk⃗
ν,i,l =

l∑

m=−l

|P k⃗
ν,i,lm|2 + |!k⃗ν,i,lm|2Ṅν,l (3.130)

Ṅν,l =
∫ Sν

0
r2dr(u̇ν,l)2 (3.131)

P,Q係数は先に示した通り A,B 係数に展開係数 C を加えたものになる。

スピン依存した記述

繰言になるが、local frame のスピン関数は以下のようになる。ここで χ1 はいわゆる χ↑ のことで、spin 1/2の
ときに 1 となる関数である。同じく χ2は χ↓ の意味であり、χσ の σの添字は 1と 2であり、spin-up、spin-donw
の意味とする。

χlocal
1 =

(
1
0

)
, χlocal

2 =

(
0
1

)
(3.132)

基底関数

展開係数

もし・・・基底関数が平面波ならば�

nn�
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nn�

k }ck
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= 電子密度
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であり、ある点でのクーロンポテンシャルは Poisson 方程式の解として

∇2Ṽ (r⃗) = −4πρ(r⃗) (3.49)

として与えられる。これは、電荷密度十分になめらかであるならば、フーリエ展開を用いると

Ṽ (r⃗) =
∑

G⃗

4π

|G⃗|2
ρ(G⃗)eiG⃗·r⃗ (3.50)

として表現することができる。Poisson 方程式を解いた結果をフーリエ展開して表現しておく。

ノンコリニア

このクーロンポテンシャルに対する寄与は電荷密度のみでありノンコリニアとコリニアの場合で全く同じである。
プログラム中でも。

擬電荷密度のフーリエ成分 ñPS(G⃗) RPG(IGV)

クーロンポテンシャルのフーリエ成分 Ṽ (G⃗) VCG(IGV)
(3.51)

として表現されており、スピンには依存していない量である。

3.6.3 MT球面上のクーロンポテンシャルを求める
先ほど求めたクーロンポテンシャルから、MT球面上におけるクーロンポテンシャルを求める。

3.6.4 MT球内の真のクーロンポテンシャルを求める
MT球面上におけるクーロンポテンシャルと全電荷密度から、グリーン関数の境界値問題を解く方法を用いて、

MT球内のクーロンポテンシャルを求める。

ノンコリ

あるMT球内における RAIR の全電荷密度に影響があるのは対角成分の電荷密度の項のみで、ノンコリニアに
なってもコリニアと全く同じである。

3.6.5 全空間で定義された平面波による交換相関ポテンシャルの計算
これまでの計算でクーロンポテンシャルはすべて求まった。これからの計算の基本的な入力は二つだけ。つまり、

⎧
⎨

⎩
chargedensity ρ11(r⃗) + ρ22(r⃗)

spindensity ρ11(r⃗) − ρ22(r⃗)
(3.52)

交換相関項の計算には spin-up と spin-down の電荷密度 (磁化密度も含む)の非を用いる

ζ =
ρ11 − ρ22

ρ11 + ρ22
(3.53)

=
[n + mz] − [n − mz]
[n + mz] + [n − mz]

(3.54)

=
mz

n
(3.55)

これが求まれば、交換相関ポテンシャルを求めることができる。

電子密度が分かるならば

ある点でのクーロンポテンシャルは 
Poisson方程式の解として求まる
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電子密度が十分なめらかならばポテンシャルは求まる
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n(r)in

Veff(r)

HC=SCE

weight

n(r)out

ψ(r)out

total Energy

電子密度

ポテンシャル

固有値問題
ウェイト

波動関数

電子密度
仮想系

DFTを用いた、密度に基づいた量子力学の問題

veff ρ(r)[ ] Φ ρ(r)[ ]

ρ(r)
SCFループ



WIEN2k での SCF ループ　と各プログラムの関係

lapw0 lapw1 lapw2 lcore mixerrun_lapw

Kohn Sham 方程式 
(固有値問題の解法) 電荷密度作成 コアの計算

Poisson 方程式 
(ポテンシャル作成) 電荷ミキシング

clmsum
入力: 電荷密度 clmsum出力: 電荷密度

SCFループ

SCF計算
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基底関数

どのような基底関数を選択するか？ 
(どのような波動関数を選ぶか？)

何を選択する？



孤立系(分子・原子)

周期系(結晶/表面界面)

原子基底関数を用いる
周期系の計算が困難 
結晶の計算が困難

平面波+擬ポテンシャル法 

平面波+補強平面波+全電子計算 
ブロッホ条件を満たす形の局在基底

原子・分子の計算が苦手 
(計算コストがかかる)



バンド理論

どのように一電子方程式を解くか？

周期系 バンド理論

ブロッホの定理

周期系における量子力学の問題においては、波数k により
その系を特徴付けることが出来る

バンド構造
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ブロッホの定理

Bloch関数

結晶中の波動関数

フーリエ表現可能 (Bloch関数をフーリエ表現する)

ブロッホの定理を満たす関数



逆格子ベクトル

単位法の体積で規格化

Bloch波動関数のフーリエ表記
結晶中の波動関数

(フーリエ展開の状態ベクトル)

カットオフ



FFT とカットオフ半径

H 1: FFT� #FourierIZ�i"I%#�Mj|3-+4�v`Kj|3-+4

�OW}>�aXH�v`Kj|�xCzj|����G �
�
Ecut�mG��#G

f���eC}\	P{�$#�

���#�
�'05*6)-/(1�uL� ���Vs��$#v`Kj|�

yAj|	L�#���" |G|2 � Ecut��#`Kf?�	�"�"E�$#_~�
J
��v`K3-+4&L�#��H 1��#�OW����[FourierIZ&o�

���Mj|7�`Kbw	9�!$#�
�`K&Mj|3-+4�F��3-

+47�f&:8�� rj��#��#��:8� ��tkY�	9�!$#�

1. v`Kj|���#eC}\ �k,n,�(G) & FFT� �� FouriervIZ��(9)

R� "9�!$#Mj|3-+47�eC}\ �k,n,�(rj)&U#�

2. �k,n,�(rj)�!�Mj|3-+47���#�KNQ n�(ri)& (7)R� ��t

k�#�

3. Mj|3-+47��KNQ n�(ri)�!�FFT� # FourierIZ� ���

KNQ� Fouriern\&U#�

^T�,.-2���cR&g���#�

n�(G) =
X

j

n�(rj) exp (�iG · rj) . (10)

3 �������	�

Bl�]d�U!$� {�k,n,�(G)}, {�k,n,�(rj)}, {n�(rj)}, {n�(G)}&g��:8
� ��@=h�tk	q%$#�;��:8�'05*6�rR�����D<

pS�"�'05*6��#�

4

H 1: FFT� #FourierIZ�i"I%#�Mj|3-+4�v`Kj|3-+4

�OW}>�aXH�v`Kj|�xCzj|����G �
�
Ecut�mG��#G

f���eC}\	P{�$#�

���#�
�'05*6)-/(1�uL� ���Vs��$#v`Kj|�

yAj|	L�#���" |G|2 � Ecut��#`Kf?�	�"�"E�$#_~�
J
��v`K3-+4&L�#��H 1��#�OW����[FourierIZ&o�

���Mj|7�`Kbw	9�!$#�
�`K&Mj|3-+4�F��3-

+47�f&:8�� rj��#��#��:8� ��tkY�	9�!$#�

1. v`Kj|���#eC}\ �k,n,�(G) & FFT� �� FouriervIZ��(9)

R� "9�!$#Mj|3-+47�eC}\ �k,n,�(rj)&U#�

2. �k,n,�(rj)�!�Mj|3-+47���#�KNQ n�(ri)& (7)R� ��t

k�#�

3. Mj|3-+47��KNQ n�(ri)�!�FFT� # FourierIZ� ���

KNQ� Fouriern\&U#�

^T�,.-2���cR&g���#�

n�(G) =
X

j

n�(rj) exp (�iG · rj) . (10)

3 �������	�

Bl�]d�U!$� {�k,n,�(G)}, {�k,n,�(rj)}, {n�(rj)}, {n�(G)}&g��:8
� ��@=h�tk	q%$#�;��:8�'05*6�rR�����D<

pS�"�'05*6��#�

4

|G|

H 1: FFT� #FourierIZ�i"I%#�Mj|3-+4�v`Kj|3-+4

�OW}>�aXH�v`Kj|�xCzj|����G �
�
Ecut�mG��#G

f���eC}\	P{�$#�

���#�
�'05*6)-/(1�uL� ���Vs��$#v`Kj|�

yAj|	L�#���" |G|2 � Ecut��#`Kf?�	�"�"E�$#_~�
J
��v`K3-+4&L�#��H 1��#�OW����[FourierIZ&o�

���Mj|7�`Kbw	9�!$#�
�`K&Mj|3-+4�F��3-

+47�f&:8�� rj��#��#��:8� ��tkY�	9�!$#�

1. v`Kj|���#eC}\ �k,n,�(G) & FFT� �� FouriervIZ��(9)

R� "9�!$#Mj|3-+47�eC}\ �k,n,�(rj)&U#�

2. �k,n,�(rj)�!�Mj|3-+47���#�KNQ n�(ri)& (7)R� ��t

k�#�

3. Mj|3-+47��KNQ n�(ri)�!�FFT� # FourierIZ� ���

KNQ� Fouriern\&U#�

^T�,.-2���cR&g���#�

n�(G) =
X

j

n�(rj) exp (�iG · rj) . (10)

3 �������	�

Bl�]d�U!$� {�k,n,�(G)}, {�k,n,�(rj)}, {n�(rj)}, {n�(G)}&g��:8
� ��@=h�tk	q%$#�;��:8�'05*6�rR�����D<

pS�"�'05*6��#�

4

カットオフエネルギー

Eel�el =
1

2

Z Z

�
dr dr0

n(r)n(r0)

|r� r0|
, (3)

Exc =
Z

�
dr �xc(n(r))n(r) , (4)

Eel�ion =
X

k,n,�

X

I

Z

�
dr��k,n,�(r) (V

pseudo
I (r�RI)�k,n,�(r) , (5)

Eion�ion =
1

2

X

I,J

ZIZJ
|RI �RJ |

. (6)



��B ^ae n(r)��

n(r) =
X

�=�,�
n�(r) , (7)

n�(r) =
X

�k,n,��EF

|�k,n,�(r)|2 , (8)

�E�%('��k,n,�(r)�1?<> k{��' k�����3:? �*#� n��

�8?6���'Kohn-Sham���yP�n��'���,7>/A� �k,n,���

'����EF �
�Ii�B ^����';+>=@,7>/A��'�

2 Dual space formalism

s940A2���Tr�[�tJ�#���yP�n*c¡yZd�$��b

���E�'�Bloch�_}�Fourier\m*~�'
��$����(�(�yP

�n�c¡y��XV�$��HD�$����('�

�k,n,�(r) =
X

G

�k,n,�(G) exp (i(k+G) · r) . (9)



��G�V��u^�C��'�

`�������`����u^��¦�P���§�Fo*~����	�)

('�
(��Gm��,7>/A�$��`������'������'�O

���P,7>/A���$���u^������'o	~j��O�Ro*g

'h�	�'�%��'�
�ox��Adual space formalismE �U�(��'�


�ox�¥� Fourier\m (FFT)*~�'
��$������*]
�z%�


�	�
'�

Kohn-Shamo�f�����u^�������|�(�yP�n �k,n,�(G)�

���E�%(',7>/Aw�n�p�QW¤�����('��
���'y

P�n*E���
�B ^ae*���g%('S,7>/A*¢���E�'

�"��B ^ae�`���$ yn�����|*v"���h�	�'��

�MK�����l�
�HD��&��'�

nL���|�'�"�G��u^������q��£Y�N���!��'

h�	�'�$&MK����b�c¡y��',7>/A.45-;Ecut*��

'�|G|2 > Ecut��yP�n�FourierkO��' �k,n,�(G)�L	 0��'��'

3

Eel�el =
1

2

Z Z

�
dr dr0

n(r)n(r0)

|r� r0|
, (3)

Exc =
Z

�
dr �xc(n(r))n(r) , (4)

Eel�ion =
X

k,n,�

X

I

Z

�
dr��k,n,�(r) (V

pseudo
I (r�RI)�k,n,�(r) , (5)

Eion�ion =
1

2

X

I,J

ZIZJ
|RI �RJ |

. (6)



��B ^ae n(r)��

n(r) =
X

�=�,�
n�(r) , (7)

n�(r) =
X

�k,n,��EF

|�k,n,�(r)|2 , (8)

�E�%('��k,n,�(r)�1?<> k{��' k�����3:? �*#� n��

�8?6���'Kohn-Sham���yP�n��'���,7>/A� �k,n,���

'����EF �
�Ii�B ^����';+>=@,7>/A��'�

2 Dual space formalism

s940A2���Tr�[�tJ�#���yP�n*c¡yZd�$��b

���E�'�Bloch�_}�Fourier\m*~�'
��$����(�(�yP

�n�c¡y��XV�$��HD�$����('�

�k,n,�(r) =
X

G

�k,n,�(G) exp (i(k+G) · r) . (9)



��G�V��u^�C��'�

`�������`����u^��¦�P���§�Fo*~����	�)

('�
(��Gm��,7>/A�$��`������'������'�O

���P,7>/A���$���u^������'o	~j��O�Ro*g

'h�	�'�%��'�
�ox��Adual space formalismE �U�(��'�


�ox�¥� Fourier\m (FFT)*~�'
��$������*]
�z%�


�	�
'�

Kohn-Shamo�f�����u^�������|�(�yP�n �k,n,�(G)�

���E�%(',7>/Aw�n�p�QW¤�����('��
���'y

P�n*E���
�B ^ae*���g%('S,7>/A*¢���E�'

�"��B ^ae�`���$ yn�����|*v"���h�	�'��

�MK�����l�
�HD��&��'�

nL���|�'�"�G��u^������q��£Y�N���!��'

h�	�'�$&MK����b�c¡y��',7>/A.45-;Ecut*��

'�|G|2 > Ecut��yP�n�FourierkO��' �k,n,�(G)�L	 0��'��'

3

=0



WIEN2k の基礎(入力パラメーターの理解)

～WIEN2k 独自の基本知識が計算を動かす前に必要～



FP-(L)APW+lo 法の基礎概念
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付 録A APW 法 のフォーミュレーション

基本的に、大学四年生の時のノートの一部なので今みると結構怪しい。一応、当時でも式はもっとしっかりノー
トには起こしてあるし、今もう一度見直してみて、いろいろと補足する予定である。寂しいのでとりあえずおまけ
としてつけておく。

A.1 APW法
APW 法は、結晶中の１電子 Schr

..odinger 方程式

Hφk⃗ ≡ [−∆ + V (r)]φk⃗ = E(k⃗)φk⃗ (A.1)

を解き、波数ベクトル k⃗ について 固有値 E とその固有関数 φk⃗ を求める方法の一つである。

A B

V0

∆V0

図 A.1 The Muffin-tin Potential

結晶中の１電子ポテンシャル V (r⃗)は結晶の並進ベクトル l⃗ についての周期関数であり、以下のように書ける。

V (r⃗ + l⃗) = V (r⃗) (A.2)

ここで、l⃗ = l1a⃗1 + l2a⃗2 + l3a⃗3 である。この APW 法の考え方の基本は、ポテンシャルを Muffin-tin 型に近似し
基底関数として APW 関数を用いることである。各原子を中心とした半径 r を考え、その球の内部ではポテンシャ
ルを球対称に、球の外側ではポテンシャルを一定にした。この近似を Muffin-tin 近似という。APW 法では、この
Muffin-tin 型に近似したポテンシャルと基底関数として APW 関数を用いる。
金属結晶中の周期的な１電子有効ポテンシャルは、各原子の周りでは孤立原子とほぼ同じと考えられる。よって、

各原子を中心とした半径 r を考え、その球の内部ではポテンシャルをこのような球を Muffin-tin 球 (MT球)とい
い、この球の半径は球が重ならない限り任意である。MT 球の半径を r とすると、ポテンシャルは

V (r⃗) =

{
V (r⃗) MT球内
V0 MT球外

(A.3)

APW method (Slater 1937)

MT領域: 
   原子軌道関数

Aνlm
k+K = 4πilei(k+K )⋅rν

Vuνl (Rν ,E)
jl k + K Rν( )Yml*(k + K )

1
V
ei(k+K )⋅r = 4π

V
ei(k+K )⋅rν il jl k + K r( )Yml*(k + K )Yml ( ′r̂ )

lm
∑

展開系数のk依存

平面波と補強平面波の接続から生まれる (値の連続性)

平面波の球面波展開

O

r

Unit cell

r’

I

IT領域: 平面波

接続



APW法の問題点
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基底関数の中に求めるべきエネルギー固有値が入っている
18

Figure 3.3: A suggestive visualization of how the roots of the secular equa-
tion are searched. (picture copied from K. Schwarz et al., Computer Physics
Communications 147 (2002) 71)

way as for the plane wave basis set in order to determine the coefficients cn, k⃗
K⃗

in the expansion
of the searched eigenfunction. However, this does not work. We did not settle the parameter E
yet. It turns out that in order to describe an eigenstate ψn

k⃗
(r⃗) accurately with APW’s, one has

to set E equal to the eigenvalue (or band energy) ϵn
k⃗
of that state. But this is exactly what we

are trying to determine! We are hence forced to start with a guessed value for ϵn
k⃗
and take this

as E. Now we can determine the APW’s, and construct the hamiltonian matrix elements and
overlap matrix (the APW’s are not orthogonal). The secular equation is determined, and our
guessed ϵn

k⃗
should be a root of it. Usually it is not, hence we have to try a second guess. Due

to this new E, the APW’s have to be determined again, and similarly for all matrix elements.
With the help of root determination algorithms, this guessing continues until a root – say ϵ(n=1)

k⃗

– is found. And then the whole procedure starts over for ϵ(n=2)

k⃗
, etc. (see fig. 3 for a suggestive

visualization of the roots of a secular equation, and fig. 3 for a flow chart of the APW method).

In practice, Kmax ≈ 3.5 au−1 is needed for sufficient accuracy. This is less than the typical
value of 5.5 for plane waves and pseudopotentials. As on page 12, the basis set size can be
estimated to be about P = 131 for APW, compared to roughly P = 270 for plane waves. The
calculation time (mainly determined by matrix diagonalization) scales with the third power
of the basis set size, which would suggest APW to be 10 times faster than pseudopotentials.
However, with a plane wave basis set, P eigenvalues are found by a single diagonalization, while
with APW one diagonalization is needed for every eigenvalue. This makes the APW method
inherently slow, much slower than the pseudopotential method.

動径波動関数のエネルギー依存

非線形固有値問題

WIEN2k usersguide
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LAPW (O.K.Andersen 1975)

uνl ( ′r ,ε k
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∂E E=E0

+O(E0 − ε k
n )2
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Linearization of energy dependence
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PWとAtomic Sphere
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エネルギーパラメーターE と動径関数について
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ある原子のある軌道(動径関数)のあるエネルギー E を指定する



7.4. LAPW1 109

l l of partial wave
El El for L=l
de energy increment

de=0: this E(l) overwrites the default energy (from line 3)
de6= 0: a search for a resonance energy using this increment is done. The
radial function ul(r, E) up to the muffin-tin radius RMT varies with the
energy. A typical case is schematically shown in Fig. 7.1.
At the bottom of the energy bands u has a zero slope (bonding state),
but it has a zero value (antibonding state) at the top of the bands. One
can search up and down in energy starting with El using the increment
de to find where ul(RMT , E) changes sign in value to determine Etop

and in slope to specify Ebottom. If both are found El is taken as the
arithmetic mean and replaces the trial energy. Otherwise El keeps the
specified value. For Etop and Ebottom bounds of +1 and -10 Ry are de-
fined respectively, and if they are not found, they remain at the initial
value set to -200.

switch used only if de.ne.0
CONT calculation continues, even if either Etop or Ebottom are not found
STOP calculation stops if not both Etop and Ebottom are found (especially use-

ful for semi-core states)
NAPWL 0 ... use LAPW basis, 1 ... use APW-basis for this l value of this atom. We

recommend to use APW+lo when the corresponding wavefunction is
“localized” and thus difficult to converge with standard LAPW (like 3d
functions) and/or when the respective atomic sphere is small compared
to the other spheres in the unit cell.

l

Etop

Ebottom

Ebottom

El

Etop

u (r,E)l

RMT

E

DOS
r

E

Figure 7.1: Schematic dependence of DOS and ul(r, El) on the energy

>>>:line 4 is repeated ndiff times (see line 3) for each exception. If the same l value is specified
twice, local orbitals are added to the (L)APW basis. The first energy (E1) is used for the usual
LAPW’s and the second energy (E2) for the LOs, which are formed according to (see equ.
2.7): uE1 + u̇E1 + uE2 .
Note: The default energy parameters (0.30) are replaced by an energy “EF � 0.2” if the EF-switch
was read before. Please read also the comments about run lapw in section 5.1.4. In addition, you may
want to change the automatically created input and add d- or f-local orbitals to reduce the linearization
error (e.g. in late transition metals you could put E3d at 0.0 and 1.0 Ry) or s, p, d, and/or f-LOs at
very high energy (e.g. 2.0 - 3.0 Ry) to better describe unoccupied states.

>>>:lines 3 and 4 are repeated for each non equivalent atom

動径関数の性質と物質の結合

ul (r,Ebottom )

ul (r,Etop )
ul (r,Etop ) = 0
′ul (r,Etop ) ≠ 0

ul (r,Ebottom ) = 0
′ul (r,Ebottom ) ≠ 0

Etop: anti-bonding state

Ebottom: bonding state
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l l of partial wave
El El for L=l
de energy increment

de=0: this E(l) overwrites the default energy (from line 3)
de6= 0: a search for a resonance energy using this increment is done. The
radial function ul(r, E) up to the muffin-tin radius RMT varies with the
energy. A typical case is schematically shown in Fig. 7.1.
At the bottom of the energy bands u has a zero slope (bonding state),
but it has a zero value (antibonding state) at the top of the bands. One
can search up and down in energy starting with El using the increment
de to find where ul(RMT , E) changes sign in value to determine Etop

and in slope to specify Ebottom. If both are found El is taken as the
arithmetic mean and replaces the trial energy. Otherwise El keeps the
specified value. For Etop and Ebottom bounds of +1 and -10 Ry are de-
fined respectively, and if they are not found, they remain at the initial
value set to -200.

switch used only if de.ne.0
CONT calculation continues, even if either Etop or Ebottom are not found
STOP calculation stops if not both Etop and Ebottom are found (especially use-

ful for semi-core states)
NAPWL 0 ... use LAPW basis, 1 ... use APW-basis for this l value of this atom. We

recommend to use APW+lo when the corresponding wavefunction is
“localized” and thus difficult to converge with standard LAPW (like 3d
functions) and/or when the respective atomic sphere is small compared
to the other spheres in the unit cell.
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Figure 7.1: Schematic dependence of DOS and ul(r, El) on the energy

>>>:line 4 is repeated ndiff times (see line 3) for each exception. If the same l value is specified
twice, local orbitals are added to the (L)APW basis. The first energy (E1) is used for the usual
LAPW’s and the second energy (E2) for the LOs, which are formed according to (see equ.
2.7): uE1 + u̇E1 + uE2 .
Note: The default energy parameters (0.30) are replaced by an energy “EF � 0.2” if the EF-switch
was read before. Please read also the comments about run lapw in section 5.1.4. In addition, you may
want to change the automatically created input and add d- or f-local orbitals to reduce the linearization
error (e.g. in late transition metals you could put E3d at 0.0 and 1.0 Ry) or s, p, d, and/or f-LOs at
very high energy (e.g. 2.0 - 3.0 Ry) to better describe unoccupied states.

>>>:lines 3 and 4 are repeated for each non equivalent atom
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l l of partial wave
El El for L=l
de energy increment

de=0: this E(l) overwrites the default energy (from line 3)
de6= 0: a search for a resonance energy using this increment is done. The
radial function ul(r, E) up to the muffin-tin radius RMT varies with the
energy. A typical case is schematically shown in Fig. 7.1.
At the bottom of the energy bands u has a zero slope (bonding state),
but it has a zero value (antibonding state) at the top of the bands. One
can search up and down in energy starting with El using the increment
de to find where ul(RMT , E) changes sign in value to determine Etop

and in slope to specify Ebottom. If both are found El is taken as the
arithmetic mean and replaces the trial energy. Otherwise El keeps the
specified value. For Etop and Ebottom bounds of +1 and -10 Ry are de-
fined respectively, and if they are not found, they remain at the initial
value set to -200.

switch used only if de.ne.0
CONT calculation continues, even if either Etop or Ebottom are not found
STOP calculation stops if not both Etop and Ebottom are found (especially use-

ful for semi-core states)
NAPWL 0 ... use LAPW basis, 1 ... use APW-basis for this l value of this atom. We

recommend to use APW+lo when the corresponding wavefunction is
“localized” and thus difficult to converge with standard LAPW (like 3d
functions) and/or when the respective atomic sphere is small compared
to the other spheres in the unit cell.
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Figure 7.1: Schematic dependence of DOS and ul(r, El) on the energy

>>>:line 4 is repeated ndiff times (see line 3) for each exception. If the same l value is specified
twice, local orbitals are added to the (L)APW basis. The first energy (E1) is used for the usual
LAPW’s and the second energy (E2) for the LOs, which are formed according to (see equ.
2.7): uE1 + u̇E1 + uE2 .
Note: The default energy parameters (0.30) are replaced by an energy “EF � 0.2” if the EF-switch
was read before. Please read also the comments about run lapw in section 5.1.4. In addition, you may
want to change the automatically created input and add d- or f-local orbitals to reduce the linearization
error (e.g. in late transition metals you could put E3d at 0.0 and 1.0 Ry) or s, p, d, and/or f-LOs at
very high energy (e.g. 2.0 - 3.0 Ry) to better describe unoccupied states.

>>>:lines 3 and 4 are repeated for each non equivalent atom
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− d 2

dr2
+ l(l +1)

r2
+ v(r)− E⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥Pl (r ;E) = 0

動径関数 Pl
ν (r ;E) = rul

ν (r ;E)

Ll
ν (E) = ′ul

ν (S ;E)
ul
ν (S ;E)

= d
dr
lnul

ν (r ;E)
r=s

16

Logarithmic Derivative

The APW eigenfunction satisfies the boundary 

conditions (logarithmic derivatives) on the 

spheres among the general solutions.

rS

PWSW

Ll(E) =
R′

l(S;E)
Rl(S;E)

=
d

dr
lnRl(r;E)

∣∣∣∣
r=S

MT球面上の接続は対数微分で議論される

それぞれ ul や u’lの値ではな
くu’l / ul の 比で議論を行う

PWから計算した Ll (E) と SWから計算し
た Ll (E) が S面上で一致するように接続

小口多美夫: バンド理論

対数微分



38

L
l
E( )

bcc W-d

E
atom

R
l
E
A( ) = 0

R
l

'
E
A( ) � 0

� 
� 
� 

R
l
E
B( ) � 0

R
l

'
E
B( ) = 0

� 
� 
� 

Logarithmic Derivative

ul (r,Etop ) = 0
′ul (r,Etop ) ≠ 0

anti-bonding state

ul (r,Ebottom ) = 0
′ul (r,Ebottom ) ≠ 0

bonding state

El

小口多美夫: バンド理論

Ebottom < El < Etop

ul (Ebottom ) > ul (El ) > ul (Etop )

′ul (Ebottom ) < ′ul (El ) < ′ul (Etop )

7.4. LAPW1 109

l l of partial wave
El El for L=l
de energy increment

de=0: this E(l) overwrites the default energy (from line 3)
de6= 0: a search for a resonance energy using this increment is done. The
radial function ul(r, E) up to the muffin-tin radius RMT varies with the
energy. A typical case is schematically shown in Fig. 7.1.
At the bottom of the energy bands u has a zero slope (bonding state),
but it has a zero value (antibonding state) at the top of the bands. One
can search up and down in energy starting with El using the increment
de to find where ul(RMT , E) changes sign in value to determine Etop

and in slope to specify Ebottom. If both are found El is taken as the
arithmetic mean and replaces the trial energy. Otherwise El keeps the
specified value. For Etop and Ebottom bounds of +1 and -10 Ry are de-
fined respectively, and if they are not found, they remain at the initial
value set to -200.

switch used only if de.ne.0
CONT calculation continues, even if either Etop or Ebottom are not found
STOP calculation stops if not both Etop and Ebottom are found (especially use-

ful for semi-core states)
NAPWL 0 ... use LAPW basis, 1 ... use APW-basis for this l value of this atom. We

recommend to use APW+lo when the corresponding wavefunction is
“localized” and thus difficult to converge with standard LAPW (like 3d
functions) and/or when the respective atomic sphere is small compared
to the other spheres in the unit cell.

l

Etop

Ebottom

Ebottom

El

Etop

u (r,E)l

RMT

E

DOS
r

E

Figure 7.1: Schematic dependence of DOS and ul(r, El) on the energy

>>>:line 4 is repeated ndiff times (see line 3) for each exception. If the same l value is specified
twice, local orbitals are added to the (L)APW basis. The first energy (E1) is used for the usual
LAPW’s and the second energy (E2) for the LOs, which are formed according to (see equ.
2.7): uE1 + u̇E1 + uE2 .
Note: The default energy parameters (0.30) are replaced by an energy “EF � 0.2” if the EF-switch
was read before. Please read also the comments about run lapw in section 5.1.4. In addition, you may
want to change the automatically created input and add d- or f-local orbitals to reduce the linearization
error (e.g. in late transition metals you could put E3d at 0.0 and 1.0 Ry) or s, p, d, and/or f-LOs at
very high energy (e.g. 2.0 - 3.0 Ry) to better describe unoccupied states.

>>>:lines 3 and 4 are repeated for each non equivalent atom

動径関数

0 > Ll (Ebottom ) > Ll (El ) > Ll (Etop )

対数微分

WIEN2k usersguide



0.00
10.00
20.00
30.00
40.00
50.00
60.00
70.00
80.00

-0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

D
O

S 
  (

/R
y)

Energy (Ry)

total
0.00

10.00
20.00
30.00
40.00
50.00
60.00
70.00

site-1 d
0.00
0.50
1.00
1.50
2.00
2.50
3.00

site-1 p
0.00
0.50
1.00
1.50
2.00
2.50

site-1 s

E(4s)

E(4p)

E(3d)

uνl ( ′r ,E1, 4 s
ν )

uνl ( ′r ,E1, 4 p
ν )

uνl ( ′r ,E1, 3d
ν )

正しい電子状態の求めたい軌道の電荷
中心を指定する

事前に答えが必要？
(問題を解く過程に、問題の答えが必要?)

適切なEパラメーターは？



7.4. LAPW1 109

l l of partial wave
El El for L=l
de energy increment

de=0: this E(l) overwrites the default energy (from line 3)
de6= 0: a search for a resonance energy using this increment is done. The
radial function ul(r, E) up to the muffin-tin radius RMT varies with the
energy. A typical case is schematically shown in Fig. 7.1.
At the bottom of the energy bands u has a zero slope (bonding state),
but it has a zero value (antibonding state) at the top of the bands. One
can search up and down in energy starting with El using the increment
de to find where ul(RMT , E) changes sign in value to determine Etop

and in slope to specify Ebottom. If both are found El is taken as the
arithmetic mean and replaces the trial energy. Otherwise El keeps the
specified value. For Etop and Ebottom bounds of +1 and -10 Ry are de-
fined respectively, and if they are not found, they remain at the initial
value set to -200.

switch used only if de.ne.0
CONT calculation continues, even if either Etop or Ebottom are not found
STOP calculation stops if not both Etop and Ebottom are found (especially use-

ful for semi-core states)
NAPWL 0 ... use LAPW basis, 1 ... use APW-basis for this l value of this atom. We

recommend to use APW+lo when the corresponding wavefunction is
“localized” and thus difficult to converge with standard LAPW (like 3d
functions) and/or when the respective atomic sphere is small compared
to the other spheres in the unit cell.

l

Etop
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Etop

u (r,E)l

RMT

E
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r
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Figure 7.1: Schematic dependence of DOS and ul(r, El) on the energy

>>>:line 4 is repeated ndiff times (see line 3) for each exception. If the same l value is specified
twice, local orbitals are added to the (L)APW basis. The first energy (E1) is used for the usual
LAPW’s and the second energy (E2) for the LOs, which are formed according to (see equ.
2.7): uE1 + u̇E1 + uE2 .
Note: The default energy parameters (0.30) are replaced by an energy “EF � 0.2” if the EF-switch
was read before. Please read also the comments about run lapw in section 5.1.4. In addition, you may
want to change the automatically created input and add d- or f-local orbitals to reduce the linearization
error (e.g. in late transition metals you could put E3d at 0.0 and 1.0 Ry) or s, p, d, and/or f-LOs at
very high energy (e.g. 2.0 - 3.0 Ry) to better describe unoccupied states.

>>>:lines 3 and 4 are repeated for each non equivalent atom

center

Eパラメーターを作るいくつかの考え方

1) EF近傍に取る EF 以下 0.5Ry 以内がほぼ価電子のバンドセンターである

2) チャージセンターを毎回計算してそこに取る
状況によってはデンジャラス(偽物のバンドセンターを捉え
てニセのバンド(ゴーストバンド)を作ってしまう可能性

WIEN2k usersguide



7.4. LAPW1 109

l l of partial wave
El El for L=l
de energy increment

de=0: this E(l) overwrites the default energy (from line 3)
de6= 0: a search for a resonance energy using this increment is done. The
radial function ul(r, E) up to the muffin-tin radius RMT varies with the
energy. A typical case is schematically shown in Fig. 7.1.
At the bottom of the energy bands u has a zero slope (bonding state),
but it has a zero value (antibonding state) at the top of the bands. One
can search up and down in energy starting with El using the increment
de to find where ul(RMT , E) changes sign in value to determine Etop

and in slope to specify Ebottom. If both are found El is taken as the
arithmetic mean and replaces the trial energy. Otherwise El keeps the
specified value. For Etop and Ebottom bounds of +1 and -10 Ry are de-
fined respectively, and if they are not found, they remain at the initial
value set to -200.

switch used only if de.ne.0
CONT calculation continues, even if either Etop or Ebottom are not found
STOP calculation stops if not both Etop and Ebottom are found (especially use-

ful for semi-core states)
NAPWL 0 ... use LAPW basis, 1 ... use APW-basis for this l value of this atom. We

recommend to use APW+lo when the corresponding wavefunction is
“localized” and thus difficult to converge with standard LAPW (like 3d
functions) and/or when the respective atomic sphere is small compared
to the other spheres in the unit cell.
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Figure 7.1: Schematic dependence of DOS and ul(r, El) on the energy

>>>:line 4 is repeated ndiff times (see line 3) for each exception. If the same l value is specified
twice, local orbitals are added to the (L)APW basis. The first energy (E1) is used for the usual
LAPW’s and the second energy (E2) for the LOs, which are formed according to (see equ.
2.7): uE1 + u̇E1 + uE2 .
Note: The default energy parameters (0.30) are replaced by an energy “EF � 0.2” if the EF-switch
was read before. Please read also the comments about run lapw in section 5.1.4. In addition, you may
want to change the automatically created input and add d- or f-local orbitals to reduce the linearization
error (e.g. in late transition metals you could put E3d at 0.0 and 1.0 Ry) or s, p, d, and/or f-LOs at
very high energy (e.g. 2.0 - 3.0 Ry) to better describe unoccupied states.

>>>:lines 3 and 4 are repeated for each non equivalent atom

center

EF も バンド中心も SCF 毎に変化する

常にゴーストバンドを作ってしまう可能性を含む

WIEN2k usersguide



WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

Global: Energy Parameter

 3p semi-core を LAPW+LO で扱う

それぞれの軌道毎の、動径関のEnergy Parameter (線形化のEパラメータ）

WIEN2k でも当然 Eパラメーターは入力する

4s
3d

4p
3p

！！！注意！！！
case.in1
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7.4. LAPW1 109

l l of partial wave
El El for L=l
de energy increment

de=0: this E(l) overwrites the default energy (from line 3)
de6= 0: a search for a resonance energy using this increment is done. The
radial function ul(r, E) up to the muffin-tin radius RMT varies with the
energy. A typical case is schematically shown in Fig. 7.1.
At the bottom of the energy bands u has a zero slope (bonding state),
but it has a zero value (antibonding state) at the top of the bands. One
can search up and down in energy starting with El using the increment
de to find where ul(RMT , E) changes sign in value to determine Etop

and in slope to specify Ebottom. If both are found El is taken as the
arithmetic mean and replaces the trial energy. Otherwise El keeps the
specified value. For Etop and Ebottom bounds of +1 and -10 Ry are de-
fined respectively, and if they are not found, they remain at the initial
value set to -200.

switch used only if de.ne.0
CONT calculation continues, even if either Etop or Ebottom are not found
STOP calculation stops if not both Etop and Ebottom are found (especially use-

ful for semi-core states)
NAPWL 0 ... use LAPW basis, 1 ... use APW-basis for this l value of this atom. We

recommend to use APW+lo when the corresponding wavefunction is
“localized” and thus difficult to converge with standard LAPW (like 3d
functions) and/or when the respective atomic sphere is small compared
to the other spheres in the unit cell.
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Figure 7.1: Schematic dependence of DOS and ul(r, El) on the energy

>>>:line 4 is repeated ndiff times (see line 3) for each exception. If the same l value is specified
twice, local orbitals are added to the (L)APW basis. The first energy (E1) is used for the usual
LAPW’s and the second energy (E2) for the LOs, which are formed according to (see equ.
2.7): uE1 + u̇E1 + uE2 .
Note: The default energy parameters (0.30) are replaced by an energy “EF � 0.2” if the EF-switch
was read before. Please read also the comments about run lapw in section 5.1.4. In addition, you may
want to change the automatically created input and add d- or f-local orbitals to reduce the linearization
error (e.g. in late transition metals you could put E3d at 0.0 and 1.0 Ry) or s, p, d, and/or f-LOs at
very high energy (e.g. 2.0 - 3.0 Ry) to better describe unoccupied states.

>>>:lines 3 and 4 are repeated for each non equivalent atom

Energy parameter のチェック（必須）

BCC nonmagnetic Fe case.scf1



φK
k (r,E) =

1
V
ei (k + K )K ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E)Ylm ( ′r̂ )
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⎩
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⎪

APW法の利点と欠点

解かれるべきエネルギーに依存した関数系 
非線形固有値問題

すべての固有値の軌道を正しく取り扱う

本当の意味での All-electron 計算

LAPW法の利点と欠点

MT球の外と内側の波動関数マッチング

φK
k (r) =

1
V
ei (k + K ) ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )( )Ylm ( ′r̂
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⎪

MT球の外と内側の波動関数マッチング

値のみ（一回微分の考慮もしない)

値、一回微分
エネルギーに依存しない関数系 

線形固有値問題
特定のエネルギー近傍で、
特定の軌道のみ正しく扱う
All-electron 計算?
ゴーストバンドの危険



APW法、LAPW法

Core と Valence を別々に解く

Coreの解法 (ハーマン・スキルマン)

Valenceの解法 (APW or LAPW法)
+

固有値＆固有ベクトル

固有値＆固有ベクトル
結晶ポテンシャル [Core + Valence のポテンシャル]

Core と Valence の境界を設定する必要



どこまでを Core して扱い 
どこからを Valence として扱うか？

APW法は原理的には Core の問題をまとめて解ける 
̶> CoreをAPWで解いても無駄なので解かない 

(困ったら APW で解けば良い)
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HCP nonmag Ti (a=2.95, c=4.68)

Ti-3d

Ti-3p

Ti-3s

EF

Ti-4s

Ti-4p

valencesemi-corecore

Valences states
• 高いエネルギー 
• 非局在波動関数

Semi-core states

• 中間のエネルギー 
• 価電子に対して主量子数の
違う軌道が現れる(3p,4p) 

• MT球内に閉じ込めること
が出来ない 
(MT球からしみだす、非球
対称効果)

Core states

• 低いエネルギー 
• MT球内で完結する(球対
称)

浅いコアの問題
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主量子数が同じで異なる対称性の軌道を同時に扱うことが出来ない

エネルギーEで動径関数を線形化

エネルギーパラーメーターによっては「ゴースト」バンドを作ってしまうことがある

線形化バンド計算の問題

線形化バンド計算の問題は 
浅いコアの問題で顕在化する

主量子数が異なるだけの同
じ対称性の動径関数なので
なので対数微分の形が同じ
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semi-core の影響で

E パラメーターを価電子に合わせにくい 
(セミコアに引きずられてしまう）

Ti-4s

本来、Ti-4s のバンドセンター
に Eパラメーターを取りたい

Ti-3s

！！ゴースト発生の危険性！！

ゴースト回避テクニック 
(SCF毎にEパラメターを手動で変える) 

SCF回し始め：EパラメーターEFの遥か上
に取る 

SCF途中： EパラメータをEF近くに取る



Problems with semi-core states

Problems with LAPW method
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LAPW-LO (SLAPW-3,SLAPW-4) 
   D.J.Singh, Phys.Rev. B43 6388 (1991) 
APW+lo 
    E.Sjostedt, L.Nordstrom, D.J.Singh, Solid State Commun. 114, 15 (2000) 
    G.K.H. Madsen, P.Blaha, K.Schwarz, E.Sjostedt, L.Nordstrom, PRB 64 195134 (2001)

PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

平面波

線形化 フルポテンシャル化の実現

FP-LAPW-LO (1991)

FP-APW+lo (2000)

線形化の発展 

local orbital

混合基底: LAPW+LO,APW+lo+LO

FP-(L)APW+loWIEN2K

HiLAPW

FP-(SW)-LAPW

SW型 
LAPW基底

線形化バンド計算の問題点の克服

補強された平面波

FP-SLAPW-3/4 (1991)

新たな線形化

(一旦 multi windows は忘れる)



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-LAPW-LO (1991)

FP-APW+lo (2000)

FP-(L)APW+lo

FP-(SW)-LAPW

FP-SLAPW-3/4 (1991)

線形化



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-LAPW-LO (1991)

FP-APW+lo (2000)

FP-(L)APW+lo

FP-(SW)-LAPW

線形化の発展 FP-SLAPW-3/4 (1991)



線形化バンド計算の問題点の克服

Super Linearized と Local Orbital

(Multi Window は直交化が破れることが多いので除外)
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semi-core とvalence 
を同時に記述

(SLAPW-3,  Super LAPW-3)

SLAPW-3/4: D.J.Singh, PRB 43 1441 (199)

Super Linearized APW-3

A,B,C系数: MT球面上で二階微分まで連続に接続

複数のEパラメーターを持
つ動径関数を用意:線形化

E1 E2E1



Super Linearized APW-3
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Super Linearized APW-4

A,B,C系数: MT球面上で二階微分まで連続に接続
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Semi-Core へ対応可能なEパラメータと動径関数

A,B,C,D系数: MT球面上で三階微分まで連続に接続

Semi-Core へ対応可能なEパラメータと動径関数



Name N (order 
of match) radial functions used for match

APW 1

LAPW 2

SLAPW-3 3

SLAPW-4 4

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E)

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )

Cνlm
k+Kuνl ( ′r ,E2, l

ν )

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )

Dνlm
k+K !uνl ( ′r ,E2, l

ν )

Cνlm
k+Kuνl ( ′r ,E2, l

ν )

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )

+

+ +

+

+

+

計算が加速度的に重くなる

線形化の一般的な拡張 
線形化の問題解決

MT球面上 
PWと動径関数のマッチング増加



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-APW+lo (2000)

FP-(L)APW+lo

FP-(SW)-LAPW

FP-SLAPW-3/4 (1991)

FP-LAPW-LO (1991) local orbital



φνlm
LO (r) =

0

Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
LO !uνl ( ′r ,E1, l

ν )+Cνlm
LOuνl ( ′r ,E2, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0.00

30.00

60.00

90.00

-4 -3 -2 -1  0  1

D
O

S 
  (

/R
y)

Energy (Ry)

total
0.00

15.00

30.00

45.00 site-1 d
0.00
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00

site-1 p
0.00
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00

site-1 s

Ti-3p

Semi-core : 局在軌道で記述

IT領域で Local Orbital はゼロ

unit-cell

MT球の外側には広がっていないと考える

平面波との接続がゼロとなるため 系数 A の波数k依存の項が消える

Semi-core の Orbital

Local Orbital

SLAPW-3 等とくらべて 
計算が劇的に速くなる

Local Orbital の導入



φK
k (r) =

1
V
ei (k + K ) ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )( )Ylm ( ′r̂
lm
∑ )

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

φνlm
LO (r) =

0

Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
LO !uνl ( ′r ,E1, l

ν )+Cνlm
LOuνl ( ′r ,E2, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

LAPW basis set

LAPW  with Local Orbitals (LAPW+LO)

MT球内のみに加える軌道 
MT球面上で値がゼロとなるために展開系数からk依存が消える

LAPW+LO

LAPW

LO



Name N radial functions used for match local radial function 
( not matched to IT-PW )

APW 1

LAPW 2

SLAPW-3 3

SLAPW-4 4

LAPW+LO 2

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E)

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+

Cνlm
k+Kuνl ( ′r ,E2, l

ν )

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ +

Dνlm
k+K !uνl ( ′r ,E2, l

ν )

Cνlm
k+Kuνl ( ′r ,E2, l

ν )

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν ) +

+

+

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+
Bνlm
LO !uνl ( ′r ,E1, l

ν )
Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν ) +

Cνlm
LO !uνl ( ′r ,E2, l

ν )

Semi-core の本質を落とさずに
局所的な軌道で記述し直す

+



φK
k (r) =

1
V
ei (k + K ) ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )( )Ylm ( ′r̂
lm
∑ )

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

φνlm
LO (r) =

0

Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
LO !uνl ( ′r ,E1, l

ν )+Cνlm
LOuνl ( ′r ,E2, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

LAPW+LO basis set

LAPW+LO

LAPW 基底と比較すると、それでも基底は多くなる 
(LO を加えている）

問題点



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-LAPW-LO (1991)

FP-(L)APW+lo

FP-(SW)-LAPW

FP-SLAPW-3/4 (1991)

FP-APW+lo (2000)新たな線形化



Name N radial functions used for match local radial function 
( not matched to IT-PW )

APW 1

LAPW 2

SLAPW-3 3

SLAPW-4 4

LAPW+LO 2

APW+lo 1

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E)

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+

Cνlm
k+Kuνl ( ′r ,E2, l

ν )

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ +

Dνlm
k+K !uνl ( ′r ,E2, l

ν )

Cνlm
k+Kuνl ( ′r ,E2, l

ν )

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν ) +

+

+

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+
Bνlm
LO !uνl ( ′r ,E1, l

ν )
Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν ) +

Cνlm
LO !uνl ( ′r ,E2, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν ) Aνlm
lo uνl ( ′r ,E1, l

ν )
Bνlm
lo !uνl ( ′r ,E1, l

ν )

APW基底に Local Orbital 
の考え方を導入する

新しい「線形化」APW

+

+



φK
k (r,E) =

1
V
ei (k + K )K ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E)Ylm ( ′r̂ )

lm
∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

エネルギーEに依存しない(エネルギー固定) APW の問題

APW’s with fixed energy 

エネルギーを非線形固有値問題として解くのではなくて、 
エネルギーパラメーターとして特定の動径関数に与えてしまう

実は・・・答えが合わない

だから・・・LAPWが誕生した(E固定のバンド計算手法)

(変分の自由度がまったく足りてない)



φK
k (r,E) =

1
V
ei (k + K )K ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )Ylm
l ( ′r̂ )

lm
∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

φνlm
lo (r) =

0

Aνlm
lo uνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
lo !uνl ( ′r ,E1, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

APW+lo 法の基本アイデア

APW’s with fixed energy 

ローカルオービタルとして IT領域のPW とマッチさせない線形化された軌道を導入する

+

新たな線形化APW

1) lo のために変分の自由度が増す(LAPWと同等の結果) 
2) loのために加えた軌道の展開系数は球面でゼロ（k依存が消える）

APW

lo



APW+lo + LO

φK
k (r,E) =

1
V
ei (k + K )K ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )Ylm
l ( ′r̂ )

lm
∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

φνlm
lo (r) =

0

Aνlm
lo uνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
lo !uνl ( ′r ,E1, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
+

+

APW+lo with Local Orbitals (APW+lo+LO)

φνlm
LO (r) =

0

Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν )+Cνlm
LOuνl ( ′r ,E2, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

さらにセミコアを扱うためにLOを導入する

APW+lo

LO



Name N radial functions used for match local radial function 
( not matched to IT-PW )

APW 1

LAPW 2

LAPW+LO 2

APW+lo 1

APW+lo
+LO 1

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E)

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )
Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+

Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν ) + Bνlm
LO !uνl ( ′r ,E1, l

ν )
Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν ) +

Cνlm
LO !uνl ( ′r ,E2, l

ν )

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν ) Bνlm
lo !uνl ( ′r ,E1, l

ν )
+

+

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
lo uνl ( ′r ,E1, l

ν )

Aνlm
lo uνl ( ′r ,E1, l

ν )
Bνlm
lo !uνl ( ′r ,E1, l

ν )
+ Aνlm

LOuνl ( ′r ,E1, l
ν )

+ Cνlm
LOuνl ( ′r ,E2, l

ν )
+

LAPW基底より50％小さい基底 
(最大１桁、計算速度が変わる)



φK
k (r,E) =

1
V
ei (k + K )K ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )Ylm
l ( ′r̂ )

lm
∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

φνlm
lo (r) =

0

Aνlm
lo uνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
lo !uνl ( ′r ,E1, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

APW+lo (+LO)

実は多くの場合 
LAPW より速く 
LAPWと同等の結果を出す
さらにLO 導入により線形化問題を克服

φνlm
LO (r) =

0

Aνlm
LOuνl ( ′r ,E1, l

ν )+Cνlm
LOuνl ( ′r ,E2, l

ν )( )Ylm ( ′r̂ )
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

open structure, and so the third system is chosen to be an
oxygen molecule in a supercell approximation. The Bril-
louin zones of copper and cerium are represented by 60
special k-points, while the small Brillouin zone of the
oxygen molecule in a supercell is treated using only the
! -point. The plane-wave cut-off is conveniently expressed
by the dimensionless product of the MT-radius, rMT and the
largest reciprocal lattice vector used in the plane wave
expansion, Gmax. The exact number of plane-waves corre-
sponding to a certain rMTGmax is k-point dependent, but
Table 1 shows the correspondence for a random k-point in
the Brillouin zones of Cu and Ce, and for the ! -point of the
O2 molecule. On an average the size of the basis set for a
fixed rMT, is proportional to G 3

max!

3.1. Copper

APW! lo uses complementary local orbitals for l ! s" p
and d, which renders nine extra basis functions to be added

to the number of plane-waves in Table 1. Fig. 3 shows that
APW! lo reaches the final total energy (within 1 mRy) for
rMTGmax ! 9" corresponding to approximately 75! 9 basis
functions, while LAPW needs rMTGmax ! 10 which gives
about 100 basis functions.
The two methods converge to numerically the same

densities and total energies as well as individual eigen-
energies. These values do not coincide for finite basis
sets as the basis functions in the MT region in the two
methods consist of differently constrained combinations
of ul and !ul!

3.2. Cerium

The local orbitals described in Section 2 are not suited for
treating semi-core states. In Ref. [12] Singh introduces local
orbitals containing radial solutions ul evaluated at lower
linearization energies. The same thing can be done for
APW! lo" using a second kind of local orbitals, with
RloL "r# ! aloL ul"r"!1# ! cloL ul"r"!2#! The energy parameter
!2 is chosen so that ul"r"!2# is optimized for describing
the extended-core states. aloL can be chosen arbitrarily
while cloL is found by requiring "loL ! 0 at the MT boundary,
as before.
The APW! lo basis set is constructed with the first kind

of local orbitals for l " 3" as the behavior of the cerium 4f-
states is critical for the resulting energy. The second kind of
local orbitals, including ul"r"!2#" are used to treat the high
lying 5s and 5p core states in cerium. In the LAPW method,
the semi-core states of s and p are treated by local orbitals as
described in Ref. [12]. As for copper, APW! lo shows (Fig.
4) a faster convergence than LAPW in terms of rMTGmax!
While APW! lo obtains the final total energy (within
1 mRy) for rMTGmax ! 9" giving around 75! 20 basis
functions, LAPW uses rMTGmax ! 10" corresponding to
about 100! 4 basis functions when reaching the same
accuracy.

E. Sjöstedt et al. / Solid State Communications 114 (2000) 15–2018

Table 1
Number of plane-waves corresponding to different rMTGmax! A
random k-point ! 2##a "0!1875" #0!625" 0!3125# is used for fcc
Cu "rMT ! 2!35 a!u!# and fcc Ce "rMT ! 3!14 a!u!#! The !-point is
used for O2 "rMT ! 1!00 a!u!#

rMTGmax Number of plane-waves

Cu Ce O2

3.0 – – 285
5.0 14 14 1335
7.0 36 35 3663
9.0 77 76 6979
11.0 139 137 –
13.0 224 219 –
15.0 334 335 –

5 6 7 8 9 10 11 12 13
rMTGmax
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Fig. 3. Convergence of total energy versus rMTGmax for Cu "rMT ! 2!35 a!u!#! The solid lines correspond to the values of the energy axis, while
the dashed lines show the values multiplied by 100. The APW! lo energy for rMTGmax ! 13 is used as reference energy.

E.Sjostedt, L.Nordstrom, D.J. Sngh, 
Solid Sta. Com. 114,15 (2000)

非局在的な問題の時は LAPW の方がコストが低
いことがままある (3d,4f は APWの方が有利)

ほとんどのA,B,C系数
はk非依存



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-LAPW-LO (1991)

FP-APW+lo (2000)

FP-(SW)-LAPW

FP-SLAPW-3/4 (1991)

混合基底: LAPW+LO,APW+lo+LO

FP-(L)APW+lo



WIEN2k

in1

軌道毎(3s,3p,4s,,,,)に基底を選択

基底の選択 (線形化の種類の選択) 
LAPW 
APW+lo 

ローカルオービタルの選択 
LAPW+LO 
APW+lo+LO 

線形化のエネルギーパラメータの選択 
E1(l) 
ELO(l)

FP-(L)APW+lo



         E-up(Ry)      E-dn(Ry)   Occupancy   q/sphere  core-state 
  1S    -513.968383   -513.968383  1.00  1.00    1.0000  T 
  2S     -59.856448    -59.856448  1.00  1.00    1.0000  T 
  2P*    -51.562227    -51.562227  1.00  1.00    1.0000  T 
  2P     -50.644521    -50.644521  2.00  2.00    1.0000  T 
  3S      -6.572983     -6.572983  1.00  1.00    0.9994  T 
  3P*     -4.161616     -4.161616  1.00  1.00    0.9977  F 
  3P      -4.049969     -4.049969  2.00  2.00    0.9974  F 
  3D*     -0.284873     -0.284873  2.00  2.00    0.9003  F 
  3D      -0.274900     -0.274900  1.50  1.50    0.8970  F 
  4S      -0.312542     -0.312542  0.50  0.50    0.2690  F

例) 境界となるエネルギーを入力: -6.0 Ry を選択

-6.0 Ry

valence

core

コアとして扱う軌道と価電子として扱う軌道の選択

semi-core

WIEN2k では



in1WIEN2k では

WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 1 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

3p semi-core : LAPW+LO

Energy Parameter (線形化のEパラメータ）

4p
3p
3d
4s

Global: LAPW=0, APW+lo=1 (指定してない軌道、lmax=10 までに採択される基底)

3d valence : APW+lo

4p valence : LAPW

4s valence : LAPW

Global Energy Parameter

基底の選択 (線形化の種類の選択) 
LAPW 
APW+lo 

ローカルオービタルの選択 
LAPW+LO 
APW+lo+LO



フルポテンシャル法の基礎

FP-LAPW (FLAPW)

M. Weinert, J. Math. Phys. 22, 2433 (1981)



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-LAPW-LO (1991)

FP-APW+lo (2000)

FP-(L)APW+lo

FP-(SW)-LAPW

FP-SLAPW-3/4 (1991)

フルポテンシャル化の実現



APW法/LAPW法の利点と問題点

φK
k (r,E) =

1
V
ei(k+K )K ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E)Ylm ( ′r̂ )

lm
∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

φK
k (r) =

1
V
ei (k + K ) ⋅r

Aνlm
k+Kuνl ( ′r ,E1, l

ν )+ Bνlm
k+K !uνl ( ′r ,E1, l

ν )( )Ylm ( ′r̂
lm
∑ )

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

APW法

original LAPW 
SLAPW 
LAPW+LO 
APW+lo

LAPW法

波動関数(基底関数)は全空間で連続的につながる

ポテンシャルは？



MT近似 (APW/LAPW法)

付 録A APW 法 のフォーミュレーション

基本的に、大学四年生の時のノートの一部なので今みると結構怪しい。一応、当時でも式はもっとしっかりノー
トには起こしてあるし、今もう一度見直してみて、いろいろと補足する予定である。寂しいのでとりあえずおまけ
としてつけておく。

A.1 APW法
APW 法は、結晶中の１電子 Schr

..odinger 方程式

Hφk⃗ ≡ [−∆ + V (r)]φk⃗ = E(k⃗)φk⃗ (A.1)

を解き、波数ベクトル k⃗ について 固有値 E とその固有関数 φk⃗ を求める方法の一つである。

A B

V0

∆V0

図 A.1 The Muffin-tin Potential

結晶中の１電子ポテンシャル V (r⃗)は結晶の並進ベクトル l⃗ についての周期関数であり、以下のように書ける。

V (r⃗ + l⃗) = V (r⃗) (A.2)

ここで、l⃗ = l1a⃗1 + l2a⃗2 + l3a⃗3 である。この APW 法の考え方の基本は、ポテンシャルを Muffin-tin 型に近似し
基底関数として APW 関数を用いることである。各原子を中心とした半径 r を考え、その球の内部ではポテンシャ
ルを球対称に、球の外側ではポテンシャルを一定にした。この近似を Muffin-tin 近似という。APW 法では、この
Muffin-tin 型に近似したポテンシャルと基底関数として APW 関数を用いる。
金属結晶中の周期的な１電子有効ポテンシャルは、各原子の周りでは孤立原子とほぼ同じと考えられる。よって、

各原子を中心とした半径 r を考え、その球の内部ではポテンシャルをこのような球を Muffin-tin 球 (MT球)とい
い、この球の半径は球が重ならない限り任意である。MT 球の半径を r とすると、ポテンシャルは

V (r⃗) =

{
V (r⃗) MT球内
V0 MT球外

(A.3)
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Mufn-tin Potential Approximation

Carystal Potential

FCC Cu

Spherical around atoms

Constant in the interstitial

v(r) =
{

v(|r − R|) |r − R| ∈ S
vMTZ |r − R| ∋ S

FCC Cu

MT近似 J.C. Slater, PR51(1937)846.

球対称ポテンシャル

小口多美夫: Basics of FLAPW Method

マフィンを焼くための容器(Muffin-Tin)

http://www.firsttrip1970.com/products/detail5707.html

http://www.firsttrip1970.com/products/detail5707.html


v(r)SP+NS = VMT
lmYlm

lm

G

∑

v(r)SP =V00Y00

MT領域の一般のポテンシャル(フルポテンシャル)

MT領域のMTポテンシャル

ポテンシャル形状を一般化しただけはダメ？

球対称ポテンシャル(APW/LAPW)

基底関数



ポアソン方程式を解く際の問題
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であり、ある点でのクーロンポテンシャルは Poisson 方程式の解として

∇2Ṽ (r⃗) = −4πρ(r⃗) (3.49)

として与えられる。これは、電荷密度十分になめらかであるならば、フーリエ展開を用いると

Ṽ (r⃗) =
∑

G⃗

4π

|G⃗|2
ρ(G⃗)eiG⃗·r⃗ (3.50)

として表現することができる。Poisson 方程式を解いた結果をフーリエ展開して表現しておく。

ノンコリニア

このクーロンポテンシャルに対する寄与は電荷密度のみでありノンコリニアとコリニアの場合で全く同じである。
プログラム中でも。

擬電荷密度のフーリエ成分 ñPS(G⃗) RPG(IGV)

クーロンポテンシャルのフーリエ成分 Ṽ (G⃗) VCG(IGV)
(3.51)

として表現されており、スピンには依存していない量である。

3.6.3 MT球面上のクーロンポテンシャルを求める
先ほど求めたクーロンポテンシャルから、MT球面上におけるクーロンポテンシャルを求める。

3.6.4 MT球内の真のクーロンポテンシャルを求める
MT球面上におけるクーロンポテンシャルと全電荷密度から、グリーン関数の境界値問題を解く方法を用いて、

MT球内のクーロンポテンシャルを求める。

ノンコリ

あるMT球内における RAIR の全電荷密度に影響があるのは対角成分の電荷密度の項のみで、ノンコリニアに
なってもコリニアと全く同じである。

3.6.5 全空間で定義された平面波による交換相関ポテンシャルの計算
これまでの計算でクーロンポテンシャルはすべて求まった。これからの計算の基本的な入力は二つだけ。つまり、

⎧
⎨

⎩
chargedensity ρ11(r⃗) + ρ22(r⃗)

spindensity ρ11(r⃗) − ρ22(r⃗)
(3.52)

交換相関項の計算には spin-up と spin-down の電荷密度 (磁化密度も含む)の非を用いる

ζ =
ρ11 − ρ22

ρ11 + ρ22
(3.53)

=
[n + mz] − [n − mz]
[n + mz] + [n − mz]

(3.54)

=
mz

n
(3.55)

これが求まれば、交換相関ポテンシャルを求めることができる。

電子密度が分かるならば

ある点でのクーロンポテンシャルは 
Poisson方程式の解として求まる
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であり、ある点でのクーロンポテンシャルは Poisson 方程式の解として
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クーロンポテンシャルのフーリエ成分 Ṽ (G⃗) VCG(IGV)
(3.51)

として表現されており、スピンには依存していない量である。

3.6.3 MT球面上のクーロンポテンシャルを求める
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3.6.4 MT球内の真のクーロンポテンシャルを求める
MT球面上におけるクーロンポテンシャルと全電荷密度から、グリーン関数の境界値問題を解く方法を用いて、

MT球内のクーロンポテンシャルを求める。

ノンコリ

あるMT球内における RAIR の全電荷密度に影響があるのは対角成分の電荷密度の項のみで、ノンコリニアに
なってもコリニアと全く同じである。

3.6.5 全空間で定義された平面波による交換相関ポテンシャルの計算
これまでの計算でクーロンポテンシャルはすべて求まった。これからの計算の基本的な入力は二つだけ。つまり、

⎧
⎨

⎩
chargedensity ρ11(r⃗) + ρ22(r⃗)

spindensity ρ11(r⃗) − ρ22(r⃗)
(3.52)

交換相関項の計算には spin-up と spin-down の電荷密度 (磁化密度も含む)の非を用いる

ζ =
ρ11 − ρ22

ρ11 + ρ22
(3.53)

=
[n + mz] − [n − mz]
[n + mz] + [n − mz]

(3.54)

=
mz

n
(3.55)

これが求まれば、交換相関ポテンシャルを求めることができる。

電子密度が十分なめらかならばポテンシャルは求まる



なめらかな電子密度？
ポテンシャルの問題

Coulomb potential for smooth density distribution

　　　　　　　　　　　　　　　

　　

Realistic distribution

26

Coulmb Potential

n(r) =
∑
G

eiG·rnG ∇2vC(r) = 4πe2n(r)

vC(r) =
∑
G

eiG·rvC
G

vC
G =

4πe2nG

G2

nG =
1

Ω

∫
e−iG·rn(r)dr

フーリエ系数のGベクトルが少なくとも十分に表現できる 
（空間的にゆっくり変化する電子密度分布）

Poisson方程式

一般の電荷密度

Gベクトルをいくら
増やしてもn(G)は

収束しない



v(r) =
�

V 0
IT = const

V 0
MT

v(r) =

�
⌅⌅⇤

⌅⌅⇥

⇧

G

V G
ITeiG·r

⇧

lm

V lm
MTYlm(r̂)

球対称ポテンシャル

非球対称ポテンシャル 
(フルポテンシャル)

滑らかなポテンシャル

滑らかなでないポテンシャル

Poisson方程式 がまともに解けない

Poisson方程式 が解ける

APW/LAPW基底の元での MT 近似

APW/LAPW基底の元での MTを超えた近似



IT領域PW MT領域SW

滑らかでない関数 滑らかでない関数 
(変化の激しい球面波)

滑らでない関数

= +

= +

n(r) nIT(r) nMT(r)

v(r) =

�
⌅⌅⇤

⌅⌅⇥

⇧

G

V G
ITeiG·r

⇧

lm

V lm
MTYlm(r̂)

全領域

APW/LAPW基底を用いて記述される、現実の結晶を記述している複雑な関数系

どうやって滑らかな関数系として記述し直そうか？



スムーズな電荷密度
全空間定義PW MT球擬電価

滑らかな関数 滑らかな関数
(MTμの外か
ら見たら)

滑らかな関数

= +

= +

!n(r) !ne(r) !nPS(r)

Poisson方程式

滑らかな関数なので 
解ける

滑らかな電価密度関数

考えているMT球の外からみると正しくスムーズなポテンシャル



Full-potential Method M. Weinert, J. Math. Phys. 22, 2433 (1981)

MT球内の電子密度をマルチポールモーメントを保つようなスムーズ
な電子密度によって置き換える

MT球の外側はスムーズな電子密度が与えられている 
MT球の内側のポテンシャルは球面上の境界条件から解くことができる

スムーズな電荷密度に置き換える

多極子モーメントが保たれていればMT
球の外から見れば同じポテンシャル



Poisson方程式が解ける
滑らかな関数が作れれば

STEP 1

STEP 2

STEP 3
1) クーロンの境界値問題から、MT球境界で正しいポテンシャル
がわかれば、MT球内の正しいポテンシャルを再構築する

1) マルチポールモーメントを保つようなスムーズな電子密度に
よって置き換えられたMT球内の電価 

2) 全空間で定義されたスムーズな平面波

Full-potential Method M. Weinert, J. Math. Phys. 22, 2433 (1981)



IT領域PW MT領域SW

= +

= +

n(r) nIT(r) nMT(r)

全領域

= +

= +

-

-

APW/LAPW で
記述された電価

全領域PW MT領域SW MT領域PW



全電子密度 = 荷電子密度分布 + コア電子密度分布

外から見たときに擬電荷密度となる

ñe(r) =
�

G

ñe(G)eiG·r

全空間で定義された電荷密度

擬電荷密度(滑らかな電荷密度)n̄e,�(r�) =
�

lm

n̄e,�,lm(r�)Ylm(r̂�)

ñe,�(r�) = 4�il
�

G

ñe(G)jl(Gr�)Y ⇥
lm(Ĝ)eiG·R�

MT球内で定義された電荷密度 (真の電荷密度)

MT球内の平面波パート (真の電荷密度)
!nPS(r) = !nPS(G)e

iG⋅r

G
∑



ñPS(G) =
4�

�

�

lm

�

�

(�i)l (2l + 2n + 3)!!
(2l + 1)!!

jl+n+1(GS�)
(GS�)n+1

S�1
� q�

lme�iG·R� Ylm(G)

擬電荷密度

multipole moment

スムーズな電荷密度を用いることによりpoisson 方程式を解くことができる

あるMT球の外から見たときのそのMT球以外のポテンシャル

スムーズな電荷密度



MT球内で正しい形状のポテンシャルを再構成する

考えているMT球の外では正しくスムーズなポテンシャルを求めた。 
このときの MT球表面でのポテンシャル。

グリーン関数の境界値問題からMT球内の正しいポテンシャルを求める

MT球の外の電荷がMT球の中に作るポテンシャルがラプラス方程式を満たす
ことと、MT球表面での境界条件から同じ式を導出可能 (望月先生の教科書)



= +

= +

= +

= +

n(r) nIT(r) nMT(r)

original-LAPW 基底

SW-LAPW 基底

初めから M.Weinrt のアイデア
に近い方で基底関数を構築する

原子に働く力を求めることが容易 
非常に複雑な基底

-

-

n(r) ne(r) nMT:SW(r) nMT:PW(r)



PW basis

APW(1937)

OPW(1940) PP (1960)

LAPW (1975)

NCPP (1979)

FLAPW (1981)
(FP-LAPW)

USPP (1990)

PAW (1994)

平面波基底

LO basis

Cell(1933) KKR (1947)

GB, NB

LMTO (1975) FP-LMTO

局在基底

Mixed Based

現代のほぼあらゆる基底関数の構築に M.Weinrt のアイデアが導入されている

LmtART

VASP 
CASTEP



PAW法のエッセンス

Projector augmented wave method

P.E. Blöchl, Phys. Rev. B50, 17953 (1994); G. Kresse, and J. Joubert, Phys. Rev. B 59, 1758 (1999).

wave function (and energy) are decomposed into three terms:

ψn ψ̃n ∑
atoms

φ̃lmε clmε ∑
atoms

φlmε clmε

= +−

exact exact onsitepseudo−onsitepseudo (node less)
plane waves radial grids radial grids

no interaction between different spheres and plane waves efficient

decomposition into three terms holds for
– wave functions

– charge densities

– kinetic energy

– Hartree.- and exchange correlation energy

G. KRESSE, PSEUDOPOTENTIALS (PART I) Page 16

SW

SW

exact 
All-electron 

wave function

=

擬波動関数 

(平面波)
擬波動関数の
球面波展開

- +

SW

SW

exact 
球面波展開

SW

SW
PWPW

擬波動関数から真の波動関数を作ることが出来る



 

!n (r) = ˜ ! n (r) + "(s# $ r# ) !#lm (r# ) $ ˜ ! #lmn (r# )[ ]
m=$l

l

%
l= 0

lmax

%#%

Soler-Williams 型 (L)APW 基底

SW

SW

exact 
All-electron 

wave function

=

all-electron 
全空間PW

all-electron 
PW のSW成分

- +

SW

SW

all-electon 
SW成分

PW PW

SW

SW

全電子計算



Koelling-Arbman (L)APW 基底

SW

SW

exact 
All-electron 

wave function

=

all-electron 
格子間領域PW

+
SW

SW

all-electon 
SW成分

PW PW

全電子計算



Mixed Based 基底 全電子計算

AO

AO
= - +

AO

AOPW

PW
PWPW

exact 
All-electron 

wave function

all-electron 
全空間PW

all-electron 
PW の球内成分

all-electon 
SW成分

TOMBO: 川添良幸,大野 かおる



Full potential に関するパラメータ



ρ(r) = ρLM (r)YLM (r̂)
LM
∑

ρ(r) = ρGe
iGr

G

GMAX

∑
電荷のFFTに用いる逆格子の最大のGMAX

TOT             (TOT,FOR,QTL,EFG,FERMI) 
  -12.00   14.00   0.50 0.05  1   EMIN, NE, ESEPERMIN, ESEPER0, iqtlsave 
TETRA    0.000      (GAUSS,ROOT,TEMP,TETRA,ALL      eval) 
  0 0  4 0  4 4  6 0  6 4 
 12.00          GMAX 
NOFILE        FILE/NOFILE  write recprlist

WIEN2k では

WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

Hn,m
NS = Φl VLM

NS Φl '

Non Spherical part の LM展開されているV



基底関数のパラメーター(変分の自由度に直結) 
電荷の展開に用いるパラメータ 
ポテンシャルの展開に用いるパラメーター



実際のフォーマリズムと実装 
FP-LAPW 法 (ノンコリニア対応)

K.Nakada (2008)



�
�̃k

n(r) = ��1/2 exp(ikn · r)

�k
lmn(r�) = [A⇥

�lmnu⇥
�l(r� ;E�l) + B⇥

�lmnu̇⇥
�l(r� ;E�l)] ilYlm(r̂�)

O

rν

Rν
r

R

τν

Unit cell

sν

LAPW basis function : original LAPW basics (K.A. basis)

jl(kns�) : spherical bessel

j�
l :

�
djl(z)

dz

⇥

z=kns�

A⇥
�lmn = 4���1/2a⇥

�lnY ⇥
lm(k̂n) exp(ikn · R�)

B⇥
�lmn = 4���1/2b⇥

�lnY ⇥
lm(k̂n) exp(ikn · R�)

a⇥
�ln = S2

� [knj�
lu̇

⇥
�l(r� ;E�l)� jlu̇

�⇥
�l(r� ;E�l)]

b⇥
�ln = S2

� [jlu
�⇥
�l(r� ;E�l)� knj�

lu
⇥
�l(r� ;E�l)]



FLAPW法の基本コンセプト

結晶の有効ポテンシャル

基底関数
LAPW基底( K.A. or S.W. )

球対称ポテンシャル

APW / LAPW法 (muffin-tin potential)

FLAPW法 (full-potential)

非球対称ポテンシャル

v(r) =
�

V 0
IT = const

V 0
MT

v(r) =

�
⌅⌅⇤

⌅⌅⇥

⇧

G

V G
ITeiG·r

⇧

lm

V lm
MTYlm(r̂)

v�⇥(r) =

�
⌅⌅⇤

⌅⌅⇥

⇧

G

V G
�⇥,ITeiG·r

⇧

lm

V lm
�⇥,MTYlm(r̂)

��⇥(r) =

�
⌅⌅⇤

⌅⌅⇥

⇧

G

�G
�⇥,ITeiG·r

⇧

lm

�lm
�⇥,MTYlm(r̂)

電荷密度とポテンシャル



波動関数と電荷密度とスピン

電荷密度

⌅k�
i (r) =

⇤

n

Ck�
ni ⇤k

n(r) =
⇤

n

�
�k

ni

⇥k
ni

⇥
⇤k

n(r)

波動関数

基底関数表記

スピノル表現

スピンレス基底

ρσ ′σ (r) = ψ i,k ,σ (r)ψ i,k ,σ
* (r)

i

occ.

∑



ρσ ′σ (r) = ψ i,k ,σ
* (r)ψ i,k ,σ (r)

i

occ.

∑

第2章 ノンコリニア磁性

コリニアの計算とノンコリニアの計算によって大きく違う部分のみを議論していく。ここに書いてあること以外
は、基本的にはコリニアの計算とまったく同じであり、spin off-diagonal の行列要素の計算が付け加わるだけにな
る。あとのチャプターではこのアイデアを利用して実際に、コリニアの FLAPWをノンコリニアに拡張していく。

2.1 一般の形に拡張した密度汎関数理論
行列要素 vαβ をもつ 2× 2のポテンシャルを用いた密度汎関数理論が von Barth and Hedinによって提出されて

いる。

2.1.1 スピンを含めた形での波動関数
少し基礎を復習する。スピンを含めた形で波動関数は、Pauli wavefunctions の二つのコンポーネントを用いて、

つぎのように書かれる。

ψ = ψ1χ↑ + ψ2χ↓

=

(
ψ1

ψ2

)

これをスピノル表記という。波動関数表記では、スピンの状態をスピン関数で χσ で表し、スピン関数とそれぞれ
の波動関数との重ねあわせで、スピンを含めた波動関数が表現できる。これを、Dirac の行列表示に合う形で、波
動関数をスピン表示すると上記のような形になる。スピノル表記と波動関数表記の対応は

χ↑ ←→
(

1
0

)

χ↓ ←→
(

1
0

)

ψ = ψ1χ↑ + ψ2χ↓ ←→
(

ψ1

ψ2

)

これから、波動関数をスピノルで表し、密度行列演算子を行列で表現する。波動関数の複素共役に対応するものが

ψ∗ =
(

ψ∗
1 ψ∗

2

)
(2.1)

となる。

2.1.2 基底関数と波動関数
2.1.3 電荷密度行列の拡張

2 × 2の形の電荷密度行列を考える。

ραβ =
N∑

i=i

ψ∗
i,αψi,β =

(
n11 n12

n21 n22

)
=

(
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2ψ1 ψ∗

2ψ2

)
(2.2)

電荷密度

波動関数の組み
合わせから

スピンは４つの
波動関数の組み
合わせになる



密度行列の具体的な形
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up-spin : charge density down-spin : charge density



HC = SCE

クーロンポテンシャル 
交換相関ポテンシャルを求める 
(ノンコリニアDFTの処方箋)
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distance
total energy

新しいエナジーパラメーターを作る
mixing 入力チャージと出力チャージを混ぜ合わせる
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�out(r)

�(r)

ve�(r) �(r)

⇥|nin(r) � nout(r)|⇤ > �

ノンコリニアの計算では、
計算全般にわたって、スピ
ン非対角を許す形で、コー
ドを書き直す。



スピン非対角も許す形で一般に拡張する
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potential matrix
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基底関数(動系関数)のスピン依存
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スピン依存の基底関数

スピン非依存の基底関数

AMA(Atomic moment Approximation) として考える

スピンに関して平均化した非磁性のポテンシャルを用いる

球の中で磁化の方向は一つ 
ローカルで見ればコリニアの解と同じ

非磁性の問題として動系関数を解く



collinear magnetism

fully unconstrained non-collinearhybrid non-collinear

Atomic Moment Approximation

Non-Collinear

Sandratskii
Kübler 

Kurz 

Nordström 
Sjöstedt
Nakamura
NAKADA

Inter atomic NCM

Inter atomic NCM

Intra atomic NCM



動系関数は非磁性の球対称ポテンシャルの元で解く
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非磁性の基底関数(動径関数)を用いる

spin-up

down-up
H⇥⇥ = �⇤2 + vNM

l=0 + vNM
l>0 � bMAG

z,l�0

球対称ポテンシャル

非球対称ポテンシャル

H⇥⇥ = �⇤2 + v⇥⇥

= �⇤2 +
1
2
(v⇥⇥ + v⇤⇤) +

1
2
(v⇥⇥ � v⇤⇤)

= �⇤2 + vNM + bMAG
z

= �⇤2 + vNM
l=0 + vNM

l>0 + bMAG
z,l�0

E�lu�l(r� ;E�l) 非磁性の動系関数の問題から

基底関数が非磁性のときのHamiltonian Matrix

⇥�NM| �⇧2 + v�⇥ |�NM⇤
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Overlap matrix (PWパート)

Hamiltonian matrix (PWパート)
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Hamiltonian matrix (SWパート) l = 0
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スピン軌道相互作用
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MT球内のポテンシャル 
球対称ポテンシャル 
スピンに対して平均化したポテンシャル

LAPW基底を用いてHamiltonian matrix を作る
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新しい電荷密度の作成
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波動関数

MT球内の波動関数
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MT球内の電荷密度
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LAPW基底における相対論効果(Dirac 2成分近似,KH) 
波動関数の対称化 
K積分(テトラヘドロン法) 
Anderson ミキシング (or Broyden mixing) 
原子に働く力の定式化 
XAFS (XAS)スペクトル計算の定式化 
COREの計算,FFTソルバー

FLAPWがらみでノートにまだまとめていない項目(一部のみ完成)

ノート作りはできているけど、プレゼン資料にしてないもの
DFTの詳細な定式化 
ポアソン方程式のソルバー 
CORE染み出し 
コードの読解ノート 
個々の項目での数値計算のノウハウ・技術



以上までの定式化ですべて実際に計算コードを書くことが出来る
１万～３万行くらい(実用的にはFortran90で三万行くらい）

量子力学 (第一量子化、波動関数/固有値方程式の理解で十分） 
相対論的量子力学（Dirac方程式がわかれば十分） 
群論（対称化：恒等表現、既約表現、簡約化） 
電磁気学（古典の範囲）

必要な学問

参考になるコードがあれば基本的には一年くらいの仕事



～FP-(L)APW+lo 法を用いた WIEN2k～

SLAPW-3/4: D.J.Singh, PRB 43 1441 (199) 
LAPW+LO:   D.J.Singh,  RPB 43 6388 (1991) 
APW+lo:   E.Sjostedt, L.Nordstrom, D.J. Sngh,   Solid  . Com. 114,15 (2000) 
APW+lo:  G.Madsen, P.Blaha, K.Schwarz, E.Sjostedt, L.Nordstrom,  PRB 64, 195134

WIEN2k の開発者集団

ELK FP-LAPW (Exciting FP-LAPW Code) へブランチ

WIEN2k コードの実際（と使い方)



計算の大きな２つのステップ

nn sgroup lstartsymmetry kgen dstart

lapw0 lapw1 lapw2 lcore mixer

init_lapw

run_lapw

Kohn Sham 方程式 
(固有値問題) 電荷 コア

Poisson 方程式 
(ポテンシャル) ミキシング

setrmt

clmsumstruct

入力: 結晶構造 出力:(初期)電荷密度

clmsum
入力: 電荷密度 clmsum出力: 電荷密度

SCFループ

初期計算

SCF計算



初期計算のプログラムとデーターのフロー

struct

nn sgroup

lstart

vsp

symmetry

klist

rsp

対称性の確認 
波動関数の対称化

孤立原子の電荷

孤立原子のポテンシャル

kgen

dstart

clmsum
(出力)結晶 
全電荷密度

ｋ点リスト

孤立原子の重ね
あわせから結晶
電荷を作る

ハッタリ結晶チャージ

結晶構造

主に6個のプログラム



プログラムと基本データーファイルのフローの基礎

clmsum 
(old)

(入力)結晶 
全電荷密度

lapw0

vsp

vns

lapw1

vector

energy

lapw2 clmval

lcore

mixer

clmsum 
(new)

(出力)結晶 
全電荷密度

固有値

固有ベクトル

ポアソン方程式の解法 
(結晶ポテンシャル作成)

固有値問題の解法 新しい電荷の作成 
(EF,weight,Charge)

価電子

コア

clmcor
球対称ポテ 

MT

非球対称ポテ 
MT&IT

電荷

電荷

SCF ループ

主に5個のプログラム

MT&IT

MT



プログラムと基本データーファイルのフローの基礎

clmsum 
(old)

(入力)結晶 
全電荷密度

lapw0

vsp

vns

lapw1

vector

energy

lapw2 clmval

lcore

mixer

固有値

固有ベクトル

コア

clmcor
球対称ポテ 

MT

電荷

電荷

MT&IT

MT

x lapw2 -qtl
状態密度の描画(PDOS)

x lapw1 -band
band の計算(symline毎)

x lapw2 -qtl -band

cut-off

klistkgen

qtl

様々な計算プログラムへ接続

spaghetti

計算パラメータ変更と再計算

x tetra
tetra



初期計算のプログラムとデーターのフロー

struct

nn sgroup

lstart

vsp

symmetry

klist

rsp

対称性の確認 
波動関数の対称化

孤立原子の電荷

孤立原子のポテンシャル

kgen

dstart

clmsum
(出力)結晶 
全電荷密度

ｋ点リスト

孤立原子の重ね
あわせから結晶
電荷を作る

ハッタリ結晶チャージ

結晶構造

主に6個のプログラム



nn

nn.def
outputnn

outputnn 

nn (最近接原子のチェック)

struct_nn

struct



outputsgroup

outputsgroup 

sgroup (空間群サーチ/チェック)

struct_sgroup

sgroup

struct



outputs 

symmetry (対称化のための回転操作のサーチ/チェック)

symmetry

symmetry.def
outputs

in2_st

struct



outputkgen 

kgen (k点の作成)

kgen

kgen.def
outputkgen

klist

struct

kgen



lstart

vsp

rsp

vsp      ( nonmag ) 
vspdn ( down-spin) 
vspup  ( up-spin)

rsp      ( nonmag ) 
rspdn ( down-spin) 
rspup  ( up-spin)

lstart.def

球対称ポテ 
MT

孤立原子の電荷 
MT

inst

outputst

inst 
outputst 

struct

in0_st in1_st in2_st

inc_st inm_st

lstart (孤立原子の計算)



dstart

dstart.def

球対称ポテ 
MT

孤立原子の電荷 
MT

outputd

outputd 

rsp

rsp      ( nonmag ) 
rspdn ( down-spin) 
rspup  ( up-spin)

clmsum

clmsum     ( nonmag ) 
clmsumdn ( down-spin) 
clmsumup  ( up-spin)

in0

in1

in2

in0_std

dstart (結晶電荷の作成)



プログラムと基本データーファイルのフローの基礎

clmsum 
(old)

(入力)結晶 
全電荷密度

lapw0

vsp

vns

lapw1

vector

energy

lapw2 clmval

lcore

mixer

clmsum 
(new)

(出力)結晶 
全電荷密度

固有値

固有ベクトル

結晶ポテンシャル作成 
(ポアソン方程式の解法)

固有値問題の解法 新しい電荷の作成 
(EF,weight,Charge)

価電子

コア

clmcor
球対称ポテ 

MT

非球対称ポテ 
MT&IT

電荷

電荷

SCF ループ

主に5個のプログラム

MT&IT

MT



lapw0

vsp

vns

scf0

output0

vsp      ( nonmag ) 
vspdn ( down-spin) 
vspup  ( up-spin)

vns      ( nonmag ) 
vnsdn ( down-spin) 
vnsup  ( up-spin)

clmsum 
(old)

lapw0.def

球対称ポテ 
MT

非球対称ポテ 
MT&IT

in0

in0 
output0 
scf0

lapw0 (ポテンシャルの作成)



lapw1

scf1

output1

vector      ( nonmag ) 
vectordn ( down-spin) 
vectorup  ( up-spin)

energy      ( nonmag ) 
energydn ( down-spin) 
energyup  ( up-spin)

klist

lapw1.def

vsp

vns

結晶 球対称ポテ MT

結晶 非球対称ポテ 
MT&IT

lapw1c

vector

energy
固有値

固有ベクトル

Inversion Symmetry が存在しない時(複素数がMatrix Element に混在してくる) 
lapw1c: 複素数版の lapw1

in1 in1c

in1 
output1 
scf1

lapw1 (行列要素＆対角化)



lapw2

scf2

output2

lapw2.def

vector

energy

固有ベクトル

固有値

lapw2c 電荷

MT&IT

clmval

qtlkgen

vrespval

almblm

weight

vsp

clmval      ( nonmag ) 
clmvaldn ( down-spin) 
clmvalup  ( up-spin)

in2

結晶 MTポテ

in2c

in2 
output2 
scf2

Inversion Symmetry が存在しない時(複素数がMatrix Element に混在してくる) 
lapw1c: 複素数版の lapw1

lapw2 (valence電荷の作成)



lcore

vsp

lcore.def

inc

scfc

outputc

電荷

MT

clmcor

clmcor     ( nonmag ) 
clmcordn ( down-spin) 
clmcorup  ( up-spin)

結晶 球対称ポテ MT

inc 
outputc 
scfc

rsplcore

rsplcore     ( nonmag ) 
rsplcoredn ( down-spin) 
rsplcoreup  ( up-spin)

lcore (core電荷の作成)



mixer

clmval

mixer.def

inm

電荷

MT

clmsum

clmsum     ( nonmag ) 
clmsumdn ( down-spin) 
clmsumup  ( up-spin)

valence電荷

MT&IT

core電荷 MT

clmcor

outputm

clmsum 
(old)

(入力)結晶 
全電荷密度

inm 
outputm 
scfm

scfm

mixer (電荷のミキシング)



nn sgroup lstartsymmetry kgen dstart

lapw0 lapw1 lapw2 lcore mixer

init_lapw

run_lapw

x lapw2 -qtl
状態密度の描画(PDOS)

x lapw1 -band
band の計算(symline毎)

x lapw2 -qtl -band

cut-off

klist

mixing

固有値問題 電荷 コアポテンシャル ミキシング

主に２つのスクリプト

kgen

setrmt

qtl

様々な計算プログラムへ接続

spaghetti

計算パラメータ変更と再計算

x tetra

tetra



lapw3 lapw5 aim

broade
ning

dipan

nn sgroup lstartsymmetry kgen dstart

lapw0 lapw1 lapw2 lcore mixer

qtl

spagh
etti

telnes3 tetra

xspec

nmr lapw7

elast

filtvec

irep

joint

kram

Calculation of X-
ray scattering 

factors

electron 
density plots

wave functions 
on grids

fsgen Fermi surface

joint density 
of states

determine 
IRREP

Bader

apply 
broadening

dipolar 
nisotropies

elastic 
constants

Kramers-Kronig 
analysis

mini geometry 
minimization

optic calculating optical 
properties

optimize
lattice 

parameter opt

ELNES

NMR

DOS

PDOS

BAND

XAFS

wave function 
filter

基本11

拡張21



WIEN2k  を動かすための公式プログラム

基本11個
拡張21個

その他いろいろ

かなり数が多いのでごちゃごちゃしている 
入力・出力ファイルもてんこ盛り

エンドユーザーレベルでも 
プログラムとファイルの関係を理解しておく必要がある



結晶構造の変換



WIN2k(*.struct)

cif

VASP(POSCAR) OpenMX(*.dat)

VESTA

vasp2cif
VESTA

struct2cif
cif2struct

cif2cell
VESTA

cif
2c
ell

vasp2mx

N3(O)

N2(O) N(O)~N2(O)

AE,LAPW

PP,PAW

PP,PAO

VESTA

注意) 
v2xsf 

は腐っているので
使わないほうが良

い 

v2cif がおすすめ



自作、VASP関係の変換ツール

K.NAKADA

Vdirect2car.pl

vasp2mx

Vcar2direct.pl
DirectからCartesian へ
Cartesian から Direct へ
スケール可能なオプションあり 
長期間メンテナンスなし

OpenMX 用へPOSCAR変換 
PAO の項目は殆ど空 
その他 INCAR からのコンバートは 
ほぼ未実装(実装方式に迷いあり)



WIEN2k 用 
自作支援プログラム



Wcase 
Wclean 
Wclean0 
Wclean_ALL 
Wene 
Wget_lattice-ene 
Wgetband 
Wgetdos 
Wgetfermi 
Wgetorbital 
Wldos 
Wmom 
Wmove 
Wpdos 
Wtdos 

wconv_dos2gnuplotdata.py 
wconv_dos2gnuplotdata.py_only-LDOS 
wconv_gnuplot_number.py 
wconv_intdos2gnuplotdata.py 
wconv_substitution_struct.pl 

woptimize 

wplot_LDOS_local_spin1 
wplot_LDOS_page_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_LDOS_page_spin1 
wplot_LDOS_page_spin2 
wplot_LDOS_spin1 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin1 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin2 
wplot_PDOS_hex-d_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_hex-d_spin1 
wplot_PDOS_hex-d_spin2 
wplot_PDOS_hex-sp_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_hex-sp_spin1 
wplot_PDOS_hex-sp_spin2 
wplot_TDOS_spin 
wplot_TDOS_spin1 
wplot_TDOS_spin2

私の支援プログラム群の基本ルール

LA*** 
V*** 
W*** 
AI*** 
MX*** 
AB*** 
BD***

: HiLAPW用 
: VASP用 
: WIEN2k用 
: FHI-AIMS用 
: OpenMX用 
: ABINIT用 
: BigDFT用

基本的には *** には同じ機能性と
同じような名前が入る



私の計算プログラムの支援プログラム(群)の基本ルール

LA*** 
V*** 
W*** 
AI*** 
MX*** 
AB*** 
BD***

: HiLAPW用 
: VASP用 
: WIEN2k用 
: FHI-AIMS用 
: OpenMX用 
: ABINIT用 
: BigDFT用

大文字から始まるシリーズ
単一プログラムとして完結している

AWK, C-shell, B-shell, Perl, Python, C, Fortran

適当に混ざってます



wconv_dos2gnuplotdata.py 
wconv_dos2gnuplotdata.py_only-LDOS 
wconv_gnuplot_number.py 
wconv_intdos2gnuplotdata.py 
wconv_substitution_struct.pl

例外)

wconv_*  
WIEN2k 用の各種コンバーターのサブプログラム 

(他のスクリプトから呼び出すことを念頭に作られている)



wplot_LDOS_local_spin1 
wplot_LDOS_page_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_LDOS_page_spin1 
wplot_LDOS_page_spin2 
wplot_LDOS_spin1 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin1 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin2 
wplot_PDOS_hex-d_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_hex-d_spin1 
wplot_PDOS_hex-d_spin2 
wplot_PDOS_hex-sp_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_hex-sp_spin1 
wplot_PDOS_hex-sp_spin2 
wplot_TDOS_spin 
wplot_TDOS_spin1 
wplot_TDOS_spin2

状態密度プロット 
スクリプト
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FCC nonmagnetic Cu
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BACKUP																Vcom11SOC_p.pl				Vldos2																					t2t	
INCAR																	Vcom11SOC_s.pl				Vldos2.pl																		vasp2cif	
KPOINTS															Vcom11SOC_t.pl				Vldos_AB.pl																vasp2mx	
KPOINTS_BCC											Vcom11com10							Vmove																						vasp2xyz.sh	
KPOINTS_FCC											Vcom11com10SOC				Vpdos																						voptimize	
KPOINTS_FCC2_mistake		Vcom11com10SOC_d		Vpdos.pl																			vplot_LDOS+spd_spin1_page.csh	
KPOINTS_FCC3										Vcom11com10SOC_p		Vpdos1																					vplot_LDOS+spd_spin1_pageB.csh	
KPOINTS_HEX3										Vcom11com10SOC_s		Vpdos1.pl																		vplot_LDOS+spd_spin2.csh	
KPOINTS_HEX4										Vcom11com10_d					Vpdos2																					vplot_LDOS+spd_spin2_page.csh	
KPOINTS_HEX5										Vcom11com10_p					Vpdos2.pl																		vplot_LDOS+spd_spin2_pageB.csh	
KPOINTS_HEX6_K-G-M				Vcom11com10_s					Vpdos_AB.pl																vplot_LDOS+tot_sp_spin1.csh	
KPOINTS_SC_GM									Vconv.csh									Vplot_PCDAT.awk												vplot_LDOS+tot_spin1.csh	
Max.pl																Vcopy													Vselective.pl														vplot_LDOS+tot_spin2.csh	
Min.pl																Vcopy2												Vshift																					vplot_PDOS+d-cubic_spin2.csh	
NQSjobs															Vdirect2car.pl				Vshift2																				vplot_PDOS+d-hex_spin1.csh	
PBSjobs.pl												Vdos11to10.pl					Vshift3																				vplot_PDOS+d-hex_spin2.csh	
POSCAR_BCC												Vdrift												Vshift4																				vplot_PDOS+eg+t2g_spin1.csh	
POSCAR_FCC												Vdyna													Vsplit_parchg.sh											vplot_PDOS+eg+t2g_spin2.csh	
POSCAR_HCP												Vfermi												Vstart																					vplot_PDOS+spd_spin1.csh	
README.euc												Vforce												Vstart1																				vplot_PDOS+spd_spin2.csh	
README_band.euc							VgetBader									Vstart2																				vplot_PDOS+tot+sp_spin1.csh	
VEE																			VgetBaderSCF						Vvesta																					vplot_PDOS+tot+sp_spin2.csh	
VEI																			Vget_lattice_ene		Vvolume																				vplot_TDOS+INT_spin1.csh	
VEo																			Vgetband										Vxdat																						vplot_TDOS+INT_spin2.csh	
VGETS0																Vgetdirecv.pl					chgdiff.pl																	vplot_TDOS_spin1.csh	
VP																				Vgetdirv.pl							chgspin.sh																	vplot_TDOS_spin2.csh	
VatomAvgZ.pl										Vgetdos											chgsum.pl																		vplot_VecDirect_xy.pl	
VatomDistance.pl						Vgetelf											chgsum5.pl																	vplot_VecReciprocal_xy.pl	
Vband																	Vgetfermi.pl						distance_between_layer.pl		vplot_band.pl	
Vband.pl														Vgetgap.pl								fit_data.sh																vplot_band_both.pl	
Vband1																Vgetlae											graphene																			vplot_band_index.pl	
Vband2																VgetlaeSCF								ppmake																					vplot_com10.pl	
Vcar2direct.pl								Vgetmap											ppmake_LDA																	vplot_com10SOC.pl	
Vchg2spin													Vgetmom.pl								ppmake_LDA.52														vplot_com11.pl	
Vchgsum.pl												Vgetrecv.pl							ppmake_PBE																	vplot_com11SOC.pl	
Vclean																Vgetsoi											ppmake_PBE.52														vplot_drift.pl	
Vcom1																	Vgetspin										ppmake_USPP																vplot_energy.pl	
Vcom10.pl													Vgetstart									re-socket.sh															vplot_force.pl	
Vcom10SOC.pl										Vgettmom.pl							sym.dat																				vplot_osz.pl	
Vcom11																Vldos													sym_GHNPGN																	vplot_xdat.pl	
Vcom11.pl													Vldos.pl										sym_GMKG																			ztail	
Vcom11SOC.pl										Vldos1												sym_MGKM	
Vcom11SOC_d.pl								Vldos1.pl									sym_WLGXKG for VASP



計算の実例 
(注意すべき点)



カットオフ(波動関数) 
波動関数：平面波基底の大きさ：RKmax 
波動関数：球面波の展開リミット：lmax 

カットオフ(ポテンシャル&チャージ) 
フルポテンシャルの展開精度 : VNT_lmax 
電荷FFT: Gmax 

エネルギーウィンドウ(固有値) 
エネルギーウィンドウ(チャージ)

入力 
パラメータ



コアと価電子の境界指定 
コアと価電子のスピン状態の指定 

各軌道のLAPW/APW+lo の指定 
各軌道のエナジーパラメータ 
各軌道のエナジーパラメーター探索刻み 
各軌道のLO導入の指定およびEパラメータ 
各LO軌道のEパラメータおよびパラメータ探索刻み 

積分方法(スメアリング指定） 

ミキシングレート＆ミキシング方法

入力 
パラメータ



WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

in1

RMTKmax = 7.0 Kmax =
7.0
RMT

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

LAPW: 6~10 
APW: 5～9

RMTKmax

RMT

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

×13.6 = cut-off Energy(eV)

RMT=2.33 (一番最小のMT半径)
Encut = 123 eV

φkn (r,E) =

1
V
ei(kn )K ⋅r

Aνlm
kn uνl ( ′r ,E)Ylm

l ( ′r̂ )
lm
∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

dstart lapw1 カットオフ

(kn = k + K )

変分の自由度に直結



WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

 LAPW=0, APW=1

APW+lo基底はMT球の外で０となるので局在化軌道で有利 
     局在化している3d電子、4f電子だけを APW指定するとお得 

逆に分子等のIT領域が多いと損をすることがある 
APW基底もLAPW基底も収束すれば結果は同じ

in1

LAPW: 6~10 
APW: 5～9

同じ精度で計算する場合は RKmax が一つ小さく
てすむ

最大で基底の数が５０％小さくなる（計算時間は一桁短い）



WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

in1

φkn (r,E) =

1
V
ei(kn )K ⋅r

Aνlm
kn uνl ( ′r ,El )Ylm

l ( ′r̂ )
lm

lmax

∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

dstart lapw1 カットオフ

Hn,m
NS = Φl VLM

NS Φl '

Non Spherical part の LM展開されているV

lmax

変分の自由度に直結

計算の精度に直結 (変分の自由度に効く？）



WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

lstart の入力で -6.0 Ry を選択した時

in1

lstart で入力した valence/core の区分エネルギーから -3.0 Ry 
したエネルギーが自動で case.in1 の emin に書き込まれる

 

固有値を探すEnergy Windowの上限 
emax = EF + de 

 

lapw2 のあとに自動で最新のEFが書き込まれる

 

dstart lapw1 エネルギーウィンドウ



ρ(r) = ρLM (r)YLM (r̂)
LM
∑

in2lapw2 チャージの精度dstart

ρ(r) = ρGe
iGr

G

GMAX

∑

gmin =    6.00858 
gmax =   12.00000

outputd

gmax > gmin を確認

ログのチェック dstart

電荷のFFTに用いる逆格子の最大のGMAX

TOT             (TOT,FOR,QTL,EFG,FERMI) 
  -12.00   14.00   0.50 0.05  1   EMIN, NE, ESEPERMIN, ESEPER0, iqtlsave 
TETRA    0.000      (GAUSS,ROOT,TEMP,TETRA,ALL      eval) 
  0 0  4 0  4 4  6 0  6 4 
 12.00          GMAX 
NOFILE        FILE/NOFILE  write recprlist



TOT             (TOT,FOR,QTL,EFG,FERMI) 
  -12.00   14.00   0.50 0.05  1   EMIN, NE, ESEPERMIN, ESEPER0, iqtlsave 
TETRA    0.000      (GAUSS,ROOT,TEMP,TETRA,ALL      eval) 
  0 0  4 0  4 4  6 0  6 4 
 12.00          GMAX 
NOFILE        FILE/NOFILE  write recprlist

in2lapw2 チャージの精度dstart

0.00

30.00

60.00

90.00

-4 -3 -2 -1  0  1

D
O

S 
  (

/R
y)

Energy (Ry)

total
0.00

15.00

30.00

45.00 site-1 d
0.00
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00

site-1 p
0.00
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00

site-1 s

-in1new オプションで計算を動かした時に初めて意
味を持つ。自動でエナジーパラメーターを作るとき
に、コアと価電子の自動区分のためのパラメータ

ESEPERMIN, ESEPER0

EF

EF - ESEPERMIN
コアと価電子の区分を自動で探し始める Start Energy

ESEPER0 最小のギャップ(これより小さいギャップは
無視する(そのギャップでは区分させない)



TOT             (TOT,FOR,QTL,EFG,FERMI) 
  -12.00   14.00   0.50 0.05  1   EMIN, NE, ESEPERMIN, ESEPER0, iqtlsave 
TETRA    0.000      (GAUSS,ROOT,TEMP,TETRA,ALL      eval) 
  0 0  4 0  4 4  6 0  6 4 
 12.00          GMAX 
NOFILE        FILE/NOFILE  write recprlist

in2lapw2 チャージの精度dstart

TETRA: tetrahedron method 
GAUSS: gaussin smearing method (eval=0.002 くらいが良い感じ全エネルギーとなる）

GAUSS    0.002      (GAUSS,ROOT,TEMP,TETRA,ALL      eval)



case.outputst         E-up(Ry)      E-dn(Ry)   Occupancy   q/sphere  core-state 
  1S    -513.968383   -513.968383  1.00  1.00    1.0000  T 
  2S     -59.856448    -59.856448  1.00  1.00    1.0000  T 
  2P*    -51.562227    -51.562227  1.00  1.00    1.0000  T 
  2P     -50.644521    -50.644521  2.00  2.00    1.0000  T 
  3S      -6.572983     -6.572983  1.00  1.00    0.9994  T 
  3P*     -4.161616     -4.161616  1.00  1.00    0.9977  F 
  3P      -4.049969     -4.049969  2.00  2.00    0.9974  F 
  3D*     -0.284873     -0.284873  2.00  2.00    0.9003  F 
  3D      -0.274900     -0.274900  1.50  1.50    0.8970  F 
  4S      -0.312542     -0.312542  0.50  0.50    0.2690  F

lstartstruct

init_lapw -ecut -6.0   in batch mode: energy seperation between core/
valence (default: -6.0 Ry )

lstart の入力で -6.0 Ry を選択した時

-6.0 Ry

valence

core

コアとして扱う軌道と価電子として扱う軌道の選択

孤立原理の計算

outputst



WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

Global: LAPW=0, APW=1

Global: Energy Parameter

 3p semi-core を LAPW+LO で扱う

Energy Parameter (線形化のEパラメータ）

dstart lapw1 価電子として扱う軌道毎の設定 
エナジーパラメータ

4s
3d

4p
3p

LAPW=0, APW=1

in1



0.00
10.00
20.00
30.00
40.00
50.00
60.00
70.00
80.00

-0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

D
O

S 
  (

/R
y)

Energy (Ry)

total
0.00

10.00
20.00
30.00
40.00
50.00
60.00
70.00

site-1 d
0.00
0.50
1.00
1.50
2.00
2.50
3.00

site-1 p
0.00
0.50
1.00
1.50
2.00
2.50

site-1 s

          ATOMIC SPHERE DEPENDENT PARAMETERS FOR ATOM  Fe1        
:e__0001: OVERALL ENERGY PARAMETER IS    0.3833 
          OVERALL BASIS SET ON ATOM IS LAPW 
:E1_0001: E( 1)=    0.3833 
             LAPW 
:E1_0001: E( 1)=   -3.3366   E(BOTTOM)=   -3.381   E(TOP)=   -3.292  1  2   137 
             LOCAL ORBITAL 
:E2_0001: E( 2)=    0.4800   E(BOTTOM)=    0.222   E(TOP)=    0.738  0  1   129 
             LAPW 
:E0_0001: E( 0)=    0.3833 
             LAPW

E(4s)

E(4p)

E(3d)

E(4s)

E(4p)

E(3p)

E(3d)

0.00
50.00

100.00
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  (
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Energy (Ry)

total
0.00

10.00
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40.00
50.00
60.00
70.00

site-1 d
0.00

50.00
100.00
150.00
200.00
250.00
300.00

site-1 p
0.00
0.50
1.00
1.50
2.00
2.50

site-1 s

semi-core 3p



:RKM  : MATRIX SIZE   46LOs:   3  RKM= 6.61  WEIGHT= 1.00  PGR: 

scf

46=43+3

RMTKmax = 7.0
基底関数のチェック



 TOTAL CORE-CHARGE:                               12.000000 
 TOTAL CORE-CHARGE INSIDE SPHERE:       11.998803 
 TOTAL CORE-CHARGE OUTSIDE SPHERE:     0.001197

コアの染み出しのチェック
outputst

E-up(Ry)      E-dn(Ry)   Occupancy   q/sphere  core-state 
  1S   -513.968383  -513.968383  1.00  1.00    1.0000  T 
  2S     -59.856448    -59.856448  1.00  1.00    1.0000  T 
  2P*    -51.562227    -51.562227  1.00  1.00    1.0000  T 
  2P     -50.644521    -50.644521  2.00  2.00    1.0000  T 
  3S       -6.572983      -6.572983  1.00  1.00    0.9994  T 

1s(2)
2s(2)
2p(3)

2p(3)

3s(2)

  3P*     -4.161616     -4.161616  1.00  1.00    0.9977  F 
  3P      -4.049969     -4.049969  2.00  2.00    0.9974  F 

core

valence

かなり浅いコア

コアの問題として取り扱った軌道が価電子帯へ出て行ってしまっているために、
コアからしみだしている



 TOTAL CORE-CHARGE:                               12.000000 
 TOTAL CORE-CHARGE INSIDE SPHERE:       11.998803 
 TOTAL CORE-CHARGE OUTSIDE SPHERE:     0.001197

コアの問題として取り扱った軌道が価電子帯へ出て行ってしまっているために、
コアからしみだしている

コアと価電子の直交の破れ

染み出しが大きい時は(LOを入れずに対応するには）.lcore という
空ファイルを用意しておくと、染み出し補正の式が有効になる



WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

in1

3p semi-core を LAPW+LO で扱う

WFFIL  EF=.5787171351   (WFFIL, WFPRI, ENFIL, SUPWF)  
  7.00       10    4  (R-MT*K-MAX; MAX L IN WF, V-NMT 
  0.30    4  0      (GLOBAL E-PARAMETER WITH n OTHER CHOICES, global APW/LAPW) 
 1    0.30      0.000 CONT 0 
 1   -3.75      0.001 STOP  0 
 2    0.30      0.005 CONT 0 
 0    0.30      0.000 CONT 0 
 0   -6.50      0.005 STOP  0 
K-VECTORS FROM UNIT:4   -9.0       2.5    16   emin / de (emax=Ef+de) / nband

3s semi-core を LAPW+LO で扱う

lstart lstart の入力で -9.0 Ry を選択(3s をコアから価電子へ)



:RKM  : MATRIX SIZE   46LOs:   3  RKM= 6.61  WEIGHT= 1.00  PGR: 

scf

46=43+3

RMTKmax = 7.0
基底関数のチェック

:RKM  : MATRIX SIZE   47LOs:   4  RKM= 6.61  WEIGHT= 1.00  PGR: 

local orbital が増えたため、基底が増えた 
(3s semi-core を LAPW+LO で扱う)



 TOTAL CORE-CHARGE:                               12.000000 
 TOTAL CORE-CHARGE INSIDE SPHERE:       11.998803 
 TOTAL CORE-CHARGE OUTSIDE SPHERE:     0.001197

コアの染み出しのチェック
outputst

 TOTAL CORE-CHARGE:                             10.000000 
 TOTAL CORE-CHARGE INSIDE SPHERE:      10.000000 
 TOTAL CORE-CHARGE OUTSIDE SPHERE:     0.000000

コアの染み出しが消えた！！



DOS関連プログラム



Wcase 
Wclean 
Wclean0 
Wclean_ALL 
Wene 
Wget_lattice-ene 
Wgetband 
Wgetdos 
Wgetfermi 
Wgetorbital 
Wldos 
Wmom 
Wmove 
Wpdos 
Wtdos 

wconv_dos2gnuplotdata.py 
wconv_dos2gnuplotdata.py_only-LDOS 
wconv_gnuplot_number.py 
wconv_intdos2gnuplotdata.py 
wconv_substitution_struct.pl 

woptimize 

wplot_LDOS_local_spin1 
wplot_LDOS_page_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_LDOS_page_spin1 
wplot_LDOS_page_spin2 
wplot_LDOS_spin1 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin1 
wplot_PDOS_eg-t2g_spin2 
wplot_PDOS_hex-d_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_hex-d_spin1 
wplot_PDOS_hex-d_spin2 
wplot_PDOS_hex-sp_spin -> wplot_TDOS_spin 
wplot_PDOS_hex-sp_spin1 
wplot_PDOS_hex-sp_spin2 
wplot_TDOS_spin 
wplot_TDOS_spin1 
wplot_TDOS_spin2

私の支援プログラム群の基本ルール

LA*** 
V*** 
W*** 
AI*** 
MX*** 
AB*** 
BD***

: HiLAPW用 
: VASP用 
: WIEN2k用 
: FHI-AIMS用 
: OpenMX用 
: ABINIT用 
: BigDFT用

基本的には *** には同じ機能性と
同じような名前が入る



私の計算プログラムの支援プログラム(群)の基本ルール

LA*** 
V*** 
W*** 
AI*** 
MX*** 
AB*** 
BD***

: HiLAPW用 
: VASP用 
: WIEN2k用 
: FHI-AIMS用 
: OpenMX用 
: ABINIT用 
: BigDFT用

大文字から始まるシリーズ
単一プログラムとして完結している

AWK, C-shell, B-shell, Perl, Python, C, Fortran

適当に混ざってます



wconv_dos2gnuplotdata.py 
wconv_dos2gnuplotdata.py_only-LDOS 
wconv_gnuplot_number.py 
wconv_intdos2gnuplotdata.py 
wconv_substitution_struct.pl

例外)



Band



FermiSurface







未使用(素材準備)



LO basis

Cell(1933) KKR (1947)

GB, NB

LMTO (1975) FP-LMTO

PW basis

APW(1937)

OPW(1940) PP (1960)

LAPW (1975)

NCPP (1979)

FLAPW (1981)
(FP-LAPW)

USPP (1990)

PAW (1994)

FP-(L)APW+lo (2000)



LO basis

Cell(1933) KKR (1947)

GB, NB

LMTO (1975) FP-LMTO

PW basis

APW(1937)

OPW(1940) PP (1960)

LAPW (1975)

NCPP (1979)

FLAPW (1981)
(FP-LAPW)

USPP (1990)

PAW (1994)

FP-(L)APW+lo (2000)



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-LAPW-LO (1991)

FP-APW+lo (2000)

FP-(L)APW+lo

FP-(SW)-LAPW

FP-SLAPW-3/4 (1991)



PW basis

APW(1937) LAPW (1975) FP-LAPW (FLAPW) (1981)

FP-LAPW-LO (1991)

FP-APW+lo (2000)

FP-(L)APW+lo

FP-(SW)-LAPW

FP-SLAPW-3/4 (1991)




