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AO (原子基底)

LO basis

オブジェクト指向化の利点としては、プログラムを小さな部分（オブジェクト）に分割しそ
れを組み合わせて実行をおこなう構造になるため、プログラム全体の見通しが良くなることで
ある。これによりプログラミング効率だけでなくドキュメンテーションの問題もかなり改善で
きることがわかった。さらにこのようにすることで、計算科学と計算機工学の研究者間での意
志の疎通が図りやすいという利点がある。また、計算負荷の大きい部分を並列計算機システム
に移植するには単にオブジェクトを分割して実装すれば良いので、並列化の指針が得られやす
いという利点もある。

3 DVXαプログラムの並列化
DVXα法では、一電子波動関数を φi ∑

k
Cikχkのように LCAO型で表現する。ここでχ kと

Cikは、それぞれ基底関数と変分パラメータである。解くべき一電子方程式は以下のようになる。
このときの基底関数としては原子軌道の数値解が用いられる。また、Xαポテンシャル（Vxa）
のなかに電子密度の 3乗根を含むため、行列要素は 3次元の数値積分法を用いて計算する。行
列表示をすると以下のようになる。
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ここで、Ciと Sはそれぞれ、係数ベクトルと重なり積分である。ω(rs)は、乱数で生成したサン
プル点 rs上の体積要素の重みである。サンプル点の数は、通常基底関数の数の 100倍以上とな
る。この行列要素の計算が、DVXα法において 90％以上の計算時間を必要とする部分である。
DVXα法は hi jと Si jをサンプルポイント rs上の各点に対する重み付きの累積加算として求

めるので、行列要素生成部分の並列化は、並列化に際してサンプルポイントに関するループ
(s=1,N)をプロセッサ数個の部分に分割し、その部分和の実行をプロセッサに振り分け、最後に
収集するだけでよい。
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c) 多電子原子の波動関数 
(1)角度方向：多電子原子と水素類似原子は共に中心力のポテンシャルを持っているので、角

度方向の波動関数は等しい形(球面調和関数)をしていると考える。 

(2)動径方向：問題としている電子以外の電子が核の周りに球対称の平均場を作り、そのため

に水素類似原子に比べて見かけの核電荷が減少している(有効核電荷)

と考えれば、水素類似原子と同じように扱える。従って、解はラゲー

ルの培関数であるが、核電荷 Zが有効核電荷 Z*に変わっている。 

 

Slaterの近似原子軌道（STO） 

 実際に使う動径波動関数は更に簡略化されていて、ラゲールの培関数の

(n-1)次式をそのまま用いず、最高位の次数の項だけで近似している。この

ことによる軌道の広がりの違いを補正するために、主量子数 nの値も若干変える。 
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・有効主量子数 n*と、有効核電荷 Z*の決め方。 

    n     1   2   3    4    5     6  

      n*    1   2   3   3.7   4.0   4.2 

     Z*= Z - s    軌道ｸﾞﾙｰﾌﾟ分け：[1s]  [2s,2p]  [3s,3p]  [3d]  [4s,4p]  [4d]  [4f] 

            外側の軌道ｸﾞﾙｰﾌﾟの遮蔽は 0、同じ軌道ｸﾞﾙｰﾌﾟは 0.35(1sは 0.30)  

         [ns,np]については、(n-1)からの遮蔽は 0.85、更に内側は 1.0 

         [nd]、[nf]につては、内側の電子による遮蔽は総て 1.0 

 

問題 1 下表には幾つかの量子数の組に対する水素類似原子の動径部分を記してある。対応

する Slater軌道はどのように書けるか。 

表 1.1 水素類似原子軌道と Slater軌道 

n  l  m   名称   Rn,l(r) (水素類似原子軌道)      Slater関数 
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多電子原子の波動関数(コア＋価電子)

1) 角度方向
中心力場: 球面調和関数

2) 動径方向
対象以外の電子の場：球対称の平均場

水素類似に比べて見かけの核電荷の減少(有効核電荷)

水素類似(ラゲール倍関数) 
核電荷Zを有効電荷Z*へ

水素型の近似系（Slater 型軌道）を用いる



1) 角度方向

2) 動径方向 (近似)

スレーター軌道

水素原子で求められたものと同じ
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d軌道の広がりに問題
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AOの計算では優れている 
MOの計算では長時間
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二中心積分の簡略化が可能 
MOの計算では短時間

軌道指数:広がり
Boys(1950 年)により提案
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水素原子の厳密解(1s)
r=0 での数値処理が難しい

速やかな 
減衰

尖っていない 
(カスプ条件を満たしてない)

スレーター型 ガウス型型

原子・分子の基底
としてはいまいち



STO
良い基底関数だが計算コストがかかる 
(重ね合わせ積分のコストなど）

GTO
悪い基底関数だが計算コストがかかる 
(重ね合わせ積分のコストなど）

精度を上げるには多くの数の関数が必要

短縮(縮約)型Gauss軌道 (constracted 
GTO,CGTO)

GTOの数が増えるほどSTOへのフィッティングが良くなる
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3つのガウス基底(GTO)の足し合わせ

スレーター型(STO)

≅

STO-3G



例) STO-3G

水素 
リチウム 
ホウ素

良い一致 誤差が大きくなる

酸素 
フッ素

STO-nG
(1) 最小基底関数系

n個の GTOの和
Contracted GTO (CGTO) で近似

炭化水素

ઍ⴫⊛⍴❗GTO
(1) ᦨዊၮᐩ minimal basis set
ฦේሶ゠㆏(1s,2s,2p, )䈮ኻᔕ䈜䉎STOၮᐩ㑐ᢙ䉕䇮䈠䉏䈡䉏

䋱⚵䈱CGTO䈪⴫䉒䈜䇯STO-3G䈏᦭ฬ䇯

)()(
1

i
GTO
i

n

i
i

STO d DF9F ¦
 

 (14)
(2) split valence or double zeta ၮᐩ

ൻቇ⚿ว䈱ᒻᚑ䈱䈘䈇↢䈛䉎゠㆏䈱᜛ᄢ䉇❗ዊ䉕⴫⃻䈜䉎䈢䉄

ේሶଔ゠㆏䋨὇⚛䈱႐ว2s䉇2p䋩䉕䋲⚵䈱CGTO䈪⴫䉒䈜䇯

3-21G䉇6-31G䈭䈬䈏᦭ฬ䇯䈢䈫䈋䈳䇮6-31G䈱႐ว䇮὇⚛䈮䈧

䈇䈩䈲䇮ౝᲖ゠㆏(1s)䈲䋶୘䈱GTO䈪⴫䉒䈚䈢CGTO䇮ේሶଔ

゠㆏䈲䈠䉏䈡䉏䋳୘䈫䋱୘䈱GTO䈪⴫䉒䈚䈢ੑ䈧䈱CGTO䉕↪

䈇䉎䇯

(3) polarization function䈱ዉ౉

⇣䈭䉎ర⚛䈏⚿ว䉕ᒻᚑ䈚䈢႐ว䇮゠㆏䈱᜛ᄢ䉇❗ዊ䈣䈔䈪䈭䈒䇮

㔚ሶ䈱஍䉍(polarization)䉅↢䈛䉎䇯䈖䉏䉕⴫⃻䈜䉎䈢䉄䈮䈲䇮ේሶ

ଔ゠㆏䉋䉍䉅ᣇ૏㊂ሶᢙ䋨゠㆏ⷺㆇേ㊂㊂ሶᢙ䋩䈱ᄢ䈐䈇゠㆏䉕

ട䈋䉎䇯䈢䈫䈋䈳䇮὇⚛䈱႐ว䈲䇮3dဳGTO䉕ട䈋䉎䇯䈖䈱䉋䈉䈭

ၮᐩ䈱ઍ⴫଀䈲䇮6-31G* or 6-31G(d)䈪䈅䉎䇯᳓⚛䈮䉅pဳGTO
䉕ಽᭂ㑐ᢙ䈫䈚䈩ട䈋䉎䈖䈫䈏䈅䉍䇮6-31G** or 6-31G(d,p)䈭䈬

䈫⴫⸥䈜䉎䇯

(4) diffuse㑐ᢙ䈱ዉ౉

㒶䉟䉥䊮䈱䉋䈉䈮ᒙ䈒᧤❈䈘䉏䈢㔚ሶ䈲䇮ಽሶਛ䈪ઁ䈱㔚ሶ䉋䉍䉅

᜛䈏䈦䈩䈍䉍䇮䈖䉏䉕⴫䉒䈜䈢䉄diffuse㑐ᢙ䈫䉋䈳䉏䉎㱍䈱ዊ䈘䈇

GTO䉕ട䈋䉎䇯䈖䈱ၮᐩ䈫䈚䈩䈲䇮6-31+G䈭䈬䈏䈅䉎䇯

໧㗴 䊔䊮䉷䊮෸䈶䊧䉼䊅䊷䊦䉕 STO-3G,4-31G,6-31G*,6-31G**
䈪⴫䉒䈜䈫䈐䇮GTO䈍䉋䈶CGTO䈱✚ᢙ䈲䈇䈒䈧䈎䋿



短縮型Gauss軌道
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⍴❗ဳGauss゠㆏(contracted GTO, CGTO)
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ck䈲ᧂ⍮ଥᢙ䇮dk䈭䈬䈲࿕ቯଥᢙ㸢ᄌಽ䊌䊤䊜䊷䉺䈱ᷫዋ

(12)
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(3) Gaussဳ㑐ᢙ䈪♖ᐲ䉕਄䈕䉎䈮䈲䇮ᄙ䈒䈱ᢙ䈱㑐ᢙ䈱ᢙ䉕૶
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PPP DFF

⍴❗ဳේሶ゠㆏䈱଀

Slater
STO-1G
STO-2G
STO-3G
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PPP DFF
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Slater
STO-1G
STO-2G
STO-3G

一般的な記述

ckは未知係数、dkなどは固定係数→変分パラメータの減少



(2) double-zeta 型関数 or split valence

㹊㹁㸿㹍㏆ఝ�

ᇶᗏ㛵ᩘᒎ㛤ࡢ㏆ఝࠊࡤࡋࡤࡋࠊࢆ㹊㹁㸿㹍�/LQHDU�&RPELQDWLRQ�RI�$WRPLF�2UELWDO�㏆ఝ࡜࿧

ࡣࠎඖࠊ࡟࠺ࡼࡿゎࡽ࠿࡜ࡇࡿ࠸࡚ࢀࡉグ⾲࡜㸿㹍ࠋࡿ࠸࡛ࢇ 1 2, ,F F  ཎᏊ㌶㐨(atomic࡚ࡋ࡜���
orbital)ࢆ౑ࠋࡓ࠸࡚ࡗH2O ศᏊࡢሙྜࠊ㓟⣲ࡢ఩⨨࡟ 1s, 2s, 2px, 2py, 2pz ㌶㐨ࠊࡁ⨨ࢆ㸰ಶࡢỈ

⣲ཎᏊࡢ఩⨨࡟㸯ಶ࡙ࡘ 1s ㌶㐨ࡀࢀࡇࠋࡃ⨨ࢆ㹊㹁㸿㹍㏆ఝࡢཎᆺ࡛ࠋࡿ࠶㹊㹁㸿㹍ࡣ Minimal
ᇶᗏ㸦᭱ᑠᇶᗏ㸧ࡶ࡜࿧ࠋࡿࢀࡤ�

ᣑᙇᇶᗏ�

�D� GRXEOH�]HWD ᆺ㛵ᩘ�

౛�2+ࡤ࠼ศᏊࡢỈ⣲ཎᏊࡢ࿘㎶ࡢ㟁Ꮚࡢᗈࠊࡣࡾࡀ༢⊂ࡢỈ⣲ཎᏊࡢ�V㌶㐨ࠋࡿ࠸࡚ࡗࡲ⦰ࡶࡾࡼ�
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� � � � � � � � � � � � ༢⊂ࡢỈ⣲ཎᏊ㌶㐨㸦1s㸧      H2O ศᏊ୰ࡢỈ⣲ཎᏊ࿘㎶ࡢ 
� � � � � � � � � � � � � � � � �  ࡾࡀᗈࡢᴫᛕᅗ           ศᏊ㌶㐨ࡍ♧ࢆࡾࡀᗈࡢ

 
ᇶᗏ㛵ᩘࡓࡌᛂ࡟ቃ⎔࡞࠺ࡼࡢࡇࠋࡿ࠶࡛ࡢࡴ⦰࡚ࡗࡼ࡟㟁Ꮚ㛫཯ⓎࡢỈ⣲ཎᏊ࡜㓟⣲ཎᏊࡣࢀࡇ

㸦ཎᏊ㌶㐨㸧ࡢᗈࡢࡾࡀ㐪ࢆ࠸ᡃࡀࠎሙྜ࡟ࠎࠎㄪ⠇ࡣࡢࡿࡍ㠃ಽ࡛ࡓࡗࡲ⦰ࡸࡸࠊ࡛ࡇࡑࠋࡿ࠶

1s ㌶㐨ࡸࡸࠊ࡜ᗈࡓࡗࡀ 1s ㌶㐨ࡢ㸰✀㢮ࡽ࠿ึ᭱ࢆᇶᗏ㛵ᩘࢺࢵࢭࡢ{ }pF �ࠋࡃ࠾࡚ࡵྵ࡟

1F � �       2F �

+DUWUHH�)RFN�5RRWKDDQ ᪉⛬ᘧ���ࠊࡣ�V ㌶㐨ࡀ㸰✀㢮ࡶ࡚ࡗ࠶ゎࠋࡿࡅ౛ࠊࡤ࠼�

࣭ᙉࡃ㟁Ꮚ཯Ⓨ࡚ࡅཷࢆ +ཎᏊ࿘㎶ࡓࡗࡲ⦰ࡀ≧ែ� � 㸸 1 20.7 0.4I F F � � ��� �

��2+�ࣥ࢜ࢽ࢔࣭
�
࡚ࡗ࡞࡟ +ཎᏊ࿘㎶ࡀᗈࡓࡗࡀ≧ែ� 㸸 1 20.2 0.8I F F � � ����

DUWUHH�)RFN�5RRWKDDQ+ࠊ࡚ࡌᛂ࡟ሙྜࠊ࡟࠺ࡼࡢ ᪉⛬ᘧࡀẚ⋡ࢆỴࠋࡿࢀࡃ࡚ࡵᡃࡣࠎఱࡎ࠼⪄ࡶ

ࡢ㸰✀㢮ࠋࡿ࠶࡛ࡅࡔࡿࡍព⏝ࢆᇶᗏ㛵ᩘࡢ㸰✀㢮࡟ �V ㌶㐨ࢆᘧ࡛᭩ࠊࡤࡅ౛ࠊࡤ࠼�

� � � � � � 1 exp( 0.8 )N rF  � �

2 exp( 1.3 )N rF  � �

0.8)ࡿ࡞࡜ ࡸ 1.3 ㄪᩚࢆࡾࡀᗈࡢศᏊ㌶㐨ࠊ࡚ࡗ౑ࢆ㛵ᩘࡢࡘ㸰࡟࠺ࡼࡢࡇࠋ(ࡿ࠶౛࡛࡛ࡲࡃ࠶ࡣ

ࢆ᪉ᘧࡿࡍ GRXEOH�]HWD ᆺ㛵ᩘ࡜࿧ࠋࡪ㸱ࡘ⏝ពࡤࢀࡍ WULSOH�]HWD ࡽ࡞ࡘ㸲ࠊࡾ࠶࡛

TXDGUXSOH�]HWD,� …etcࠋ 
�

�

H
O

H H

H H2O

酸素原子と水素原子の電子間反発によって縮む

χ1 χ2

やや広がった軌道 やや縮まった軌道

二種類の軌道最初
から用意しておく

原子核二倍基底系



３-２１G 基底

内殻軌道を3個のガウス基底

原子価軌道の内側を2個のガウス基底

原子価軌道の外側を1個のガウス基底
最外殻軌道は分子環境の変化に応じた軌道の変化が可能

6-3１G 基底

内殻軌道を6個のガウス基底

原子価軌道の内側を3個のガウス基底

原子価軌道の外側を1個のガウス基底



6-3１1G 基底

原子価軌道の内側を3個のガウス基底

原子価軌道の外側を1個のガウス基底

内殻軌道を6個のガウス基底

原子価軌道の最も外側を1個のガウス基底



(3) 分極関数 (polarization function)�E�ศᴟ㛵ᩘ�
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C C
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ࡣຠᯝࡢࡇ 2p ㌶㐨࡟ d ᆺࡢ㛵ᩘࢆΰධࠋࡿࡍ⌧⾲࡚ࡏࡉ௨ୗࡢᇶᗏ㛵ᩘ 1F ࠊ 2F �ࠋࡿࡍ⩏ᐃ࡟ୗᅗࢆ

� � � � � �

� � � 1F � � � � � � � 2F �
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χ1 χ2 0.9χ1+0.1χ2

+

bonding antibonding

実際には分極している

d軌道を混ぜ
て表現する



6-3１G*

6-3１G 基底に分極関数(d軌道)
を混ぜる

6-3１G(d) と書くこともある
基底

6-3１G** 基底

6-3１G 基底にd軌道とp軌道を
分極関数として混ぜる

3 1
6-3１G(d,p)



(3) diffuse基底
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1s,2s ではカバーできない広がった部分を記述する
ためにα小さいGTO（diffuse基底）を導入した基底

一般に...

Rydberg基底 (3s,4s起動用の関数を含める) 
anion基底 (アニオン状態を記述するための広がった基底)



6-3１+G* 基底
6-3１G* 基底に高速拡散関数を
導入した基底関数
アニオンやカチオンなど電荷の局
在化の大きい分子を取り扱える

6-3１1++G** 基底
6-3１1G** 基底に高速拡散関数
を導入した基底関数



どのような基底関数を選ぶか？

ある関数の部分空間

全ヒルベルト空間

化学的環境によって基底関数を選択する全ヒルベルト空間

ガウス型 or スレーター型へ近似した基底関数のセット



ガウス基底(STO,GTO)

擬原子軌道(原子様数値基底)
FHI-AIMSOpenMX

完全系ではない関数

AO (原子基底)

LO basis

オブジェクト指向化の利点としては、プログラムを小さな部分（オブジェクト）に分割しそ
れを組み合わせて実行をおこなう構造になるため、プログラム全体の見通しが良くなることで
ある。これによりプログラミング効率だけでなくドキュメンテーションの問題もかなり改善で
きることがわかった。さらにこのようにすることで、計算科学と計算機工学の研究者間での意
志の疎通が図りやすいという利点がある。また、計算負荷の大きい部分を並列計算機システム
に移植するには単にオブジェクトを分割して実装すれば良いので、並列化の指針が得られやす
いという利点もある。

3 DVXαプログラムの並列化
DVXα法では、一電子波動関数を φi ∑

k
Cikχkのように LCAO型で表現する。ここでχ kと

Cikは、それぞれ基底関数と変分パラメータである。解くべき一電子方程式は以下のようになる。
このときの基底関数としては原子軌道の数値解が用いられる。また、Xαポテンシャル（Vxa）
のなかに電子密度の 3乗根を含むため、行列要素は 3次元の数値積分法を用いて計算する。行
列表示をすると以下のようになる。

hxaCi εxai SCi

hxakl χk 1
1
2
Δl ∑ Zl

r1l
Vc 1 Vxa 1 χl 1 dτ1

hxakl
N

∑
s 1

ω rs χk rs h
xaχl rs

Skl
N

∑
s 1

ω rs χk rs χl rs

ここで、Ciと Sはそれぞれ、係数ベクトルと重なり積分である。ω(rs)は、乱数で生成したサン
プル点 rs上の体積要素の重みである。サンプル点の数は、通常基底関数の数の 100倍以上とな
る。この行列要素の計算が、DVXα法において 90％以上の計算時間を必要とする部分である。
DVXα法は hi jと Si jをサンプルポイント rs上の各点に対する重み付きの累積加算として求

めるので、行列要素生成部分の並列化は、並列化に際してサンプルポイントに関するループ
(s=1,N)をプロセッサ数個の部分に分割し、その部分和の実行をプロセッサに振り分け、最後に
収集するだけでよい。

hxakl
N1

∑
s 1

ω rs χk rs h
xaχl rs

Nm

∑
s 1

ω rs χk rs h
xaχl rs

Skl
N1

∑
s 1

ω rs χk rs χl rs
Nm

∑
s 1

ω rs χk rs χl rs
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基底

原子基底の重ね合わせ(LCAO)

局在基底

具体的な関数系ではなく人為的に
作った関数（数値）を基底とする

擬原子基底(原子様数値基底)



*********************************************************** 
********  DATA for multiple pseudo atomic orbitals  ******* 
*********************************************************** 
PAO.Lmax   4 
PAO.Mul    15 
<pseudo.atomic.orbitals.L=0 
-9.000000000000000  0.000123409804087  0.096386947014900 -1.334593184840889  
0.015139638749562 -0.395533596613705 
 -0.419138390960151 -0.375322707065024 -0.349434034886733 -0.395956626637110 
-0.228216633774097  0.29230096162893 
5  1.211015829521939  1.358055478892304  1.497539468915580  1.634129112308114  
1.766691719728739  
-8.977030186700423  0.000126277311221  0.096386947052582 -1.334593184487257  
0.015139638803929 -0.395533596427078 
 -0.419138390733532 -0.375322706812124 -0.349434034599482 -0.395956626283076 
-0.228216633464606  0.29230096166930 
5  1.211015828613460  1.358055477555698  1.497539467065827  1.634129109844889  
1.766691716552376

特定の関数系(STO,GTO)を用いずに、人為的に作られた原子
軌道関数（原子様数値基底）を用いる

関数ではなくて数値で原子様の関数を作る
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図 1: 閉じ込め擬ポテンシャル下で生成された炭素擬原子の s-軌道のプリミティブ動径関数。

9.2 プリミティブ基底関数

閉じ込め擬ポテンシャル下で擬原子の基底状態および励起状態を計算することで、プリミティブ動径
関数が生成されます [28]。この計算はADPACKを用いて実行可能です。一例として炭素擬原子の s-軌
道のプリミティブ動径関数を図 1に示します。これらの関数は数値の表として、ファイル拡張子「pao」
を持つファイルに保存されています。図 1から、基底状態はノードを持たず、第一励起状態は一つのノー
ドを持っていることが分かります。より高い励起状態ではノード数は一つずつ増加しています。プリミ
ティブ動径関数と実球面調和関数の積からプリミティブ基底関数が構成されます。さらに、このプリミ
ティブ基底関数の線型結合によって一粒子Kohn-Sham波動関数が記述されます。計算の精度と効率は
二つのパラメータ: カットオフ半径と基底関数の数により制御されます。一般的に図 2に示すように、
カットオフ半径と基底関数の数を増加させることで、収束解が得られます。しかしながら、大きなカッ
トオフ半径を持ち、かつ多数の基底関数を使用する場合には、メモリー量や計算時間などの多大な計算
リソースが必要となることに注意が必要です。各元素毎に適切なカットオフ半径と基底関数の数を決定
する一般的な指針に関しては、参考文献 [28]で議論されています。この議論によれば、周期表の右側に
ある Fや Clなどの元素に対して、十分な収束性を達成するためには高い角運動量をもつ基底関数が必
要であり、周期表の左側にある LiやNaなどの元素に対しては大きなカットオフ半径を使用すべきであ
るということが分かります。　OpenMXのWebサイト (http://www.openmx-square.org/)では最適化
基底関数のデータベースVer. 2013が無償公開されています。したがって一般のユーザーはこれらの最
適化された基底関数を使用することが推奨されます。
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人為的に調整した数値

2)カットオフ半径

1) 基底関数の数



LCPAO法 
(Linear-Combination of Pseudo Atomic Orbital Method)




